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Petits problèmes d’entrainement

58.1 -
Soit n > 2.

(a) Pourquoi exp : Mn(K) ! Mn(K) n’est ni surjective, ni injective.
(b) On munit Mn(K) d’une norme sous-multiplicative.

b1. Soit U 2 Mn(K) telle que kUk < 1. Montrer que In +U est inver-
sible, et déterminer son inverse.

b2. Montrer que si kMk < 1
2 et exp(M) = In, alors M = 0.

b3. En déduire que, sur un voisinage de 0, si M et N commutent et
satisfont exp(M) = exp(N), alors M = N .

58.2
Soit A 2 An(R) une matrice antisymétrique et f : Mn(R) ! R⇤

+ continue.
Montrer que :

Inf
x2R

�
f(exp(xA)

�
> 0

58.3
Pour M 2 Mn(C) nilpotente, on pose :

L(M) =
+1X

k=1

(�1)k�1

k
Mk

Montrer que :
8t 2 R, exp

�
L(tM)

�
= In + tM

58.4
Pour M 2 Mn(C) nilpotente, on pose :

L(M) =
+1X

k=1

1

k
Mk

On étudier la fonction f donnée par :

8t 2 R, f(t) = exp
�
� L(tM)

�

(a) Établir :

8t 2 R, f(t) =
n�1Y

k=1

exp
�
� tk

k
Mk

�

(b) Montrer que f est dérivable sur R et :

8t 2 R, (In � tM)f 0(t) = �Mf(t)

(c) Montrer que f 0 est constante.

(d) En déduire que exp
�
L(M)

�
= (In �M)�1.

58.5
On cherche les applications ' : R ! Mn(R) dérivables, vérifiant :

8x, y 2 R, '(x+ y) = '(x)'(y)

(a) Soit A 2 Mn(R). Vérifier que t 7! exp(tA) est solution.

(b) Soit ' une solution vérifiant '(0) 2 GLn(R).

b1. Calculer '(0).
b2. Montrer que : 8t 2 R, '0(t) = '(t)'0(0).

(c) En déduire qu’il existe A 2 Mn(R) telle que '(t) = exp(tA) pour tout
t 2 R.

(d) On ne suppose plus '(0) inversible. Déterminer les fonctions ' solutions
du problème.
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