gMPI/ MPI* Préparation a I'oral. Quelques planches du cc-INP

(a) Exercice 34 Analyse .
1
(b) On considére I'application : V(P, Q) € (R[X])?, (P|Q) = / P()Q(t)dt.
0

bl. Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].

b2. Déterminer une base orthonormale de R;[X] pour ce produit scalaire.

1
b3. Calculer Inf / (t* — at — b)*dt.
(a,b)eR? 0

(a) Exercice 74 Algebre .
“+ o0

(b) Pour z € R, on note S(z) = Z exp(—(nx)?).
n=0

bl. Déterminer I’ensemble de définition de S.
b2. Etudier la continuité de S sur son domaine de définition.
b3. Calculer la limite de S(z) quand x tend vers +oc.

toe t2 T
b4. On admet que / exp (2) dt converge et vaut \/; .
0

+oo
Déterminer / exp (—(xt)?) dt pour = > 0.
0

b5. En déduire un équivalent de S(x) quand z tend vers 0.

(a) Exercice 10 Analyse .
(b) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(F).
On définit 'application ¢ : R[X] — L(FE) par :
VP € R[X],o(P) = P(u).
bl. En prenant u = Idg, calculer ¢(P).
Soit A une partie non vide de E. On introduit
I={PeR[X]|Vze A P(u)(z) =0g}
b2. Montrer que I est un idéal de R[X] non réduit au polynéme nul.
En déduire que I = P4(X)R[X] avec P4(X) unitaire.

b3. On suppose que A; C A avec A; et As deux parties non vides de E.
Montrer que P4, (X) divise P4, (X).

b4. On pose A = Ay U Ay avec A; et Ay deux parties non vides de E.
Montrer que P4(X) = PPCM(Py4, (X), Pa,(X)).

b5. On note F = Vect(A). Montrer que P4(X) = Pp(X).

(a) Exercice 99 Algebre .

2 +oo

(b) bl. Calculer/ Zne_mdx.
1 p=1

b2. Démontrer le théoréme utilisé a la question précédente.
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(a) Exercice 95 Probabilités .
(b) Les questions a) et b) sont indépendantes.

.2
bl. Soit f définie par : f(z) = SH;& avec a > 0.

a
i. Montrer que f est intégrable sur |0, +oo] si a €]1, 3].
(n+1)7
ii. On suppose a €]0,1[. En considérant la suite (u,) définie par : u, = / f(x)dz, montrer
n

s
que f n’est pas intégrable sur |0, +ool.

b2. Soit a > 0.

i. Calculer le rayon de convergence de la série entiere :

n

T
Zl+2%+3%+...+i'

n>1 ne

ii. Etudier la convergence de la série en z =1 et z = —1.

(a) Exercice 80 Algebre .

+oo 1
o
n:ln

(b) On pose : {(z) =

bl. Montrer que ¢ est définie et continue sur |1, +o0].

b2. Montrer que ¢ est de classe C* sur |1, 4o00[ et calculer ses dérivées sous forme de séries.
b3. Etudier les variations de (.

b4. Calculer xkr}rloo ¢(x).

b5. Donner un équivalent de ¢(z) quand x tend vers 17.

(a) Exercice 64 Algebre .
(b) bl. Nature de la série 3=, 55 7y

x exp(—nx)

b2. Pour tout z € R, pour tout n > 2, on pose : f,(z) = ()
n(n

i. Etudier la convergence simple de S fn-

ii. Cette série de fonctions converge-t-elle normalement sur [0, +oo[ ?
iii. Soit [a,b] C]0,4o00[. Montrer la convergence uniforme de cette série sur [a, b].
iv. Montrer la convergence uniforme sur [0, +-o00[ (indication : utiliser le reste).

(a) Exercice 51 Analyse .
(b) Soit A € M,,(C) telle que A" = I,, et (I,, A, A%,..., A"~ 1) est une famille libre.

bl. Justifier que A est diagonalisable.
b2. Montrer que Tr(A) = 0.
b3. Que vaut det(A4)?
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(a) Exercice 5 Analyse .
(b) Soit n > 2. On pose E = M, (R). On définit Papplication trace : Tr : F — R.

bl. i. Montrer que Im(Tr) = R.
ii. Quelle est la dimension de Ker(Tr)?
iii. Montrer que Ker(Tr) et Vect(I,,) sont supplémentaires dans E.
b2. On pose f: E — R définie par : VM € E, f(M) = M + Tr(M)I,.
Montrer que f est diagonalisable.
b3. Soit J une matrice non nulle de E telle que Tr(J) = 0.
On pose g : E — R définie par : VM € E,g(M) =M + Tr(M)J.
i. Montrer que X2 —2X + 1 est un polynéme annulateur de g.
ii. g est-il diagonalisable ?

(a) Exercice 97 Algebre .
(b) Soit (E) : zy”(z) + ¢/ () + zy(x) = 0.
bl. i Justifier Pexistence de solutions de (F) développables en série enticre.
ii. Soit Jy une solution de (E) développable en série entiere qui vérifie Jo(0) = 1.
Expliciter Jy. Quel est son ensemble de définition 7

g 2n)!
b2. Soit I,, = /0 sin?"(t)dt. Montrer que : Vn € N, I,, = 22(71(7:3')2 ™

1 us
b3. Montrer que Jo(z) = 7/ cos(x sin(t))dt.
T Jo

(a) Exercice 92 Algebre .

1
(b) bl. Montrer que la série -, — converge.

1 n
b2. Pour tout n € N et tout > 0, on pose : f,(z) = M
n!

i. Montrer que > f,, converge simplement sur ]0, +00[ et calculer sa somme.

ii. Montrer que, pour tout n € N, f,, est intégrable sur ]0, 1].

1
iii. Calculer, pour tout n € N, / fa(t)dt.
0

1
iv. En déduire que la fonction ¢ — t* est intégrable sur ]0, 1] et calculer / t'dt sous forme d’une
0

somme de série numérique (indication : utiliser a)).

(a) Exercice 68 Algebre .
3
(b) On pose, pour (z,y) € R?, f(z,y) = x2z7_~_yy2 si (z,y) # (0,0) et f(0,0) =0.
bl. Montrer que f est définie et continue sur R
b2. Montrer que f est de classe C* sur R

b3. f est-elle de classe C2 sur R*?
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(a) Exercice 92 Algebre .

(b) Soient f:R — C et g : R — R continues.
+oo

On suppose que g est positive, nulle en-dehors de [—a, a] avec a > 0 et telle que / g(t)dt = 1.
—0o0

On pose, pour tout n € N et pour tout t € R, ¢,,(t) = n g(nt).

+oo
bl. i. On pose, pour tout x € R, (f * gp)(z) = / f@t) gn(z —t)dt.

—00
Montrer que f * g, est bien définie sur R et que f % g, = g, * f.
ii. On pose f, = f * g,. Montrer que f, est continue sur R.
b2. Montrer que lim f,(z)= f(x).
n—-+oo

Indication : on pourra utiliser le théoréme de convergence dominée.

(a) Exercice 85 Algebre .

1
(b) On pose, pour z > 0, f(z Z fn(x) avec f,(x) = pyp——L
bl. Etudier la convergence simple de > fnsur RY.
b2. f est-elle continue sur R 7
b3. Trouver un équivalent de f,(x) puis de f(x) quand z tend vers +oc.

b4. A l'aide d’une comparaison série-intégrale, trouver un équivalent de f au voisinage de 0.

(a) Exercice 59 Analyse .

n

1
(b) On pose, pour tout n € N*, h, Z % et u, = h, —In(n).
k=1

1
bl. Montrer que up41 — un = O ()
n?

b2. Etudier la convergence de S (Upg1 — Unp)-
b3. Etablir qu’il existe un réel v tel que : h,, = In(n) + v + o(1).

—1)*
b4. En déduire que : S (T) = —1In(2).

(a) Exercice 54 Analyse .
(b) Dbl. Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E.
Montrer que F N F+ = {0g} et que F C (FH)+
b2. Soient a et b deux réels tels que a < b. On considére E = C([a,b],R) muni du produit scalaire :
f | 9) f f(#)g(t)dt. On pose : F = C?%([a,b],R).

. Soit f € E.
Montrer qu’il existe une unique fonction g € F telle que : f = g” et g(a) = g(b) = 0.
ii. En déduire : F* et (F1)*.
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