On note E I'ensemble des fonctions de classe C* sur [0, 1]. On définit sur E x E
I’application ¢ par :

1
o(f.9) =/ (fg+[fd)
0
On définit les deux ensembles :

V. = {feEta f(0)=/(1)=0}
W = {f€FEtq f'existeet f/ = f}
(a) Montrer que ¢ est bien un produit scalaire sur E.

(b) Montrer que W est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, et
en donner une base.

(¢) Montrer que V est le supplémentaire orthogonal de W dans E. Donner
I’expression de la projection orthogonale sur W.

(d) Pour (e, ) # (0,0), on définit :
Ea,ﬂ = {f ) t.q. f(O) =, f(l) = ﬂ}

1
Calculer Inf </0 (f2+f’2)).
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(d) Pour (e, 3) # (0,0), on définit :

Eop={f € Bta f(0)=a, f(1) = 5)

et (['2+17).
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