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Reduction des endomorplisimes et des matvices

'Je me souviens

1. Que signifie : « F est stable par u» ?

2. Que peut-on définir lorsque F' est stable par 7 Comment cela se traduit matriciellement ?
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1 |Polynémes annulateurs et valeurs propres

1.1 Cas des endomorphismes

Proposition. Soit u € L(E), z € E et P € K[X]. Si u(z) = Az, alors P(u)(z) = P(\)z.

Remarque. Rappelons que P(u) désigne un endomorphisme, que l’on évalue en x. Ca n’aurait aucun sens de chercher
a évaluer P en le vecteur u(z).
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Proposition. Si P est annulateur de u € L(F), alors toute valeur propre de u est racine de P.

Ql' PW#JAM
ary Q(CM') c roc(P)

L@ VYGQ&MSM/‘;C—QNNQ&P Ao’ Ly acene e €.
p/‘w_&ics Sl A e g((.u)

NEO ‘ehor prop oonora - (w)= A
Ko, t?(a) (= P\

cs)ecs) &)

O~ R E O do-c fP(A)=zoO
dme  \NE (‘aL(P)

Joo = X wX el cwedalon AT

= X(X-w)
s~ QfC'J—) c {o,eu%



3.3 Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme de Cayley-Hamilton.

’ Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et v € L(FE). Alors x,, est annulateur de wu.

Corollaire. Si E est de dimension n et u € L(E) : ( ) O
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Proposition. Si E est de dimension finie, u € L(E), alors les valeurs propres de u sont les racines du polynéme
minimal 7.

Corollaire. Si E est de dimension finie, u € L(FE), alors les polynéme caractéristique x, et le polynéme
minimal 7, ont les mémes racines.

'M__&C; r‘((v-c gr(M): (o (T\L)

. (":A eV aumasfalee e D(D*c QW(Q]CM(T?

Lo
o Por Gl da @Ku?- Rovnolton

. | X
Ainc W(TTA)CMC(;{M}

Sple)  gom oif e 1.



Remarque. En résumé :
e Les valeurs propres sont les racines du polynéme minimal

e Les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique

e Si P est annulateur de u, les valeurs propres sont parmi les racines de P

-

Exemple. On considére un projecteur p d'un espace vectoriel de dimension finie. Calculer son polynéme carac-
téristique x,, son polynéme minimal m, et donner un autre polynéme, annulateur de p.
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1.2 Cas des matrices

Proposition. Soit A € M,,(K), X € M,,1(K) et P € K[X]. Si AX = )\X alors P(A)X = P(\)X.
Proposition. Si P est annulateur de A € M,,(K), alors toute valeur propre de A est racine de P.
Proposition. Si A € M,,(K), alors les valeurs propres de A sont les racines du polynéme minimal 7 4.

Corollaire. Si A € M, (K), alors les polyndéme caractéristique x4 et le polynéme minimal 74 ont les mémes
racines.

Remarque. En résumé :
e Les valeurs propres sont les racines du polynéme minimal
e Les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique

e Si P est annulateur de A, les valeurs propres sont parmi les racines de P

Exemple. On considére la matrice J € M,,(K) remplie de 1. Calculer son polynome caractéristique y s, son
polynéme minimal 7; et donner un autre polynéme, annulateur de J.



Exemple. Calculer le polyndéme caractéristique et le polynéme minimal de :
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2 |Lemme de décomposition des noyaux

2.1 Le théoréme “Mu.f“ﬁu

Lemme de décomposition des noyaux.

Soit Py, P, deux polynomes, que l'on suppose premiers entre eux (Py A P, = 1). On note P = P, Ps.
Alors, pour tout endomorphisme u :

Ker (P(u)) = Ker (Py(u)) @ Ker (Py(u))

Remarque. On peut ajouter que les projecteurs associés a cette décomposition sont des polynémes en u.
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Corollaire. Soit Py, ..., P, des polynémes deux & deux premiers entre eux. On note P = P; ... P,.. Alors, pour
tout endomorphisme u :

Ker (P(u)) = @ Ker (P;(u))
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Corollaire. Soit P € K[X] un polynéme annulateur non nul de u € £(E). On note :

P=AP™ . . . pm

sa décomposition en facteurs irréductibles sur K. Alors :

E = @ Ker (P (u))
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2.2 Exemple d’utilisation

Exemple. On s’intéresse a I’équation différentielle :
vy + 4y +4y +3y=0  (E)
ouy : R— R est la fonction inconnue.

1. Montrer que si ¢ est solution de (E), alors ¢ est de classe C* sur R.

2. On considére u : f ~ f’ endomorphisme de E = C(R,R). Ecrire I'ensemble S des solutions de (E)
comme Ker (P(u)), ott P € R[X] est un polynéme que 1'on précisera.

3. Décomposer P en produit de facteurs irréductibles.
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3 |Polynémes annulateurs et réduction

3.1 Une CNS de diagonalisabilité

Théoréme.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(E). Alors :

) . . . Ce ~ B . .
( ¢) u est diagonalisable <= il existe un polynéme annulateur de w scindé & racines simples
<= m, est scindé a racines simples
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Proposition. On peut donc aussi écrire :

u est diagonalisable <= m, = H (X=X
AESp(u)

Exemple. Un projecteur, une symétrie sont diagonalisables.
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3.2 Sous-espaces stables

Proposition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(F). Soit F' un sous-espace vectoriel
de E. On suppose que F est stable par u, et on note ur 'endomorphisme induit par v sur F. Alors :

Xur | Xu €6 Tup | T

Proposition. Avec les notations précédentes, si u est diagonalisable, alors up est diagonalisable.
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3.4 Traduction matricielle des résultats précédents

Théoréeme.

Soit A € M, (K). Alors :

A est diagonalisable <= il existe un polynoéme annulateur de A scindé a racines simples
<= w4 est scindé a racines simples

= ma= [] X=X
AESP(A)

Exemple. Soit A € M,,(C) telle que A? = I,, pour un g € N*. Justifier que A est diagonalisable.

Théoreme de Cayley-Hamilton.

|Soit A € M, (K). Alors x4 est annulateur de A.

Corollaire.
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