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ev et anneau où xd Sont compatibles

Exemple leftmathbbRncdotright en structure produit

leftmathbbRwedgetimesright anneau studine produit

leftmathbbRntimescdotright algétin

leftKleftXrighttimescdotright algèbre

leftMnleftKrighttimesright algèbre

leftLleftEright0cdotright algèbre



EfracurightarrowE PlefturightErightarrowE

fracu0
n

K beginmatrix0IdEuk1u0ukendmatrixpar vic

widetildePKrightarrowtrightarrowhatPlefttright

VEIKEU J PEIKEX M̅ vPleftnright

PleftmrightErightarrowEx1rightarrowleftPlefturightrightleftxrightleftu32uIdrightleftxright
uleftuleftuleftxrightrightright2uleftxrightx

Plefturightleftxright par habituelle

Pleftuleftxrightright pas deproduit de rectus

Plefturightest un enclomophin

Rung





PleftvrightphirleftprightphinleftleftX1righttimesleftX2X1rightrightphiuleftX1rightcircphiuleftX2X1rightleftuIdErightcircleftu2uIdEright

Preuve duthéorer

phiu estbien à valus dans LleftEright
Si Psum_k0pakXk
phivleftprightsum_k0pakuk
inLleftEright comme CL d'endomorphismes

Linéarité

Sort Psum_k0pakXk Qsum_k0qbkXk
lambdamuinK

Onnote nMaxleftpqright et on complète les



Domus pardes zéros ap1ldotsan0
bq1ldotsbn0

phiuleftlambdaPmuQrightleftlambdasum_k0nakXkmusum_k0nbkXkrightlefturight
Calcel
dans KleftXright

leftsum_k0nleftlambdaakmubkrightXkrightleftnright
sum_k0nleftlambdaakmubkrightuk
lambdasum_k0nakukmusum_k0nbkuk
lambdaphinleftPrightmuphinleftQright

donc phin est linéaire

C'est X0 neutre de x dan IKleftXright

phiuleft1right1leftnright
u0

CalceldansLCE

neutrede don yleftEright

IdE
Soit P Q EIK X

Mque phiuleftPtimesQrightphiuleftPrightcircphiuleftQright
1ᵉʳcas PXi et QXj

phiuleftXiXXjrightphiuleftXijright calculde IYleftXright



uij
uicircuj Calal don LIE

phiuleftXirightcircphiuleftXjright

2 car Psum_k0pakXk et QXj

phinleftPtimesQrightphinleftsum_k0nakXkjright

sum_k0pleftakphiuleftXkjrightright linéaritédephin

leftsum_k0nleftakphiuleftXkrightrightcircphiuleftXjrightright

call da IKleftXright

p arla1bcan

leftphinleftsum_k0nakXkrightrightcircphinleftXjrightCalal don LleftEright
et linéarité dephin

phiuleftPrightcircphiuleftXjright

3 cea P qq et Qsum_k0qbkXk

phiuleftPtimesQrightphiuleftPtimessum_k0qbkXkright



phiuleftsum_k0qbkPtimesXkrightCalal dan VleftXright
sum_k0qbkphinleftPxXkright linéaritédephin
sum_k0qbkphiuleftprightcircphiuleftXkright

par le 2rhoco

phinleftPrightcircleftsum_k0qbkphinleftXkrightright
Calal dem L Et

phiuleftprightcircphiuleftsum_k0qbkXkright
linéanté de phin

phiuleftfrightcircphiuleftQright

Ainsi phin morphined'algèbres leftXrightrightarrowLleftEright

ImphiuIKlefturight
ben oui c'est la déf IKlefturight

widetildephiuKleftXrightrightarrowKlefturight
PrightarrowPlefturight

surjectie



Kenphin est un idéal de 1K leftXright

en tant quenoyau de morphine d'anneaux

Rappel

Une C L d'unefouille infinie est une CL

d'un sous fouille finie
Dan IKleftXright en notant BleftXnrightninmathbbN

B est un fouille génératrice de 1 KleftXright
Ben oui Tout polyndreest CL d'me

sous faulle fini de leftXnrightninmathbbN

B et libre à toute ses sonsfouilles

finies sont libres car échelonnées en

degré

KleftXrightVed_ninmathbbNleftXnright
donc IKleftnrightIaphin



LE leftPhinleftXnrightright
Vert leftu0u1u2ldotsunldotsright

1m en de LleftEright

dans LleftEright où n'est pas commutatif

IVn u est commutative

PlefturightcircQlefturightphivleftPrightcircphivleftQrightleftPQrightlefturight
leftQPrightleftxright car IKleftXright commutative

QlefturightcircPlefturight



prod_ucdotIKleftXright

Prenne ndimE

leftIdEuu2ldotsun2right est une famille

à n21 éléments dans LleftEright qui est de

dimenni n2 donc cettefouille est liée

donc existslefta0a1ldotsan2rightneqleft00ldots0right

M̅ a0IdEa1uldotsan2un2OLleftEright

On pose Psum_k0n2akXk
OmaPneqOIkleftXright et phiuleftPrightPlefturight

OLleftEright
dos PinVarphiu

Verphiu idéalnormal de leftKxright done existspinneq0

tg Vuphiupiu IKleftXright On peut choisir Pin

mitaine quitte à diviser par lecoeff domniat



Q annulata deu 11m Q

Preuve Qlefturight0LeftrightarrowphiuleftQright0
1RightarrowQinVerphin

LeftrightarrowQinpiuIKleftXright

Remarque unicité de Tm

Si Q en un autre polynôme mitaine tg

VarphiuQcdotIKleftXright
alu Qpiu et piuQ

donc pin et Q associés mitaines donc égaux



Verp

p un projects
à pcircpp
ie X2X est annlate deP

oE
spddot

Imp
VerlpIdel

XleftX1right

donc pipXonleftX1right on XleftX1right

Car pipXleftX1right
1ᵉcras pOLleftEright c'est un projecteur dégénéré

on a pipX car XleftprightpOLleftEright
2ᵉca pIdE c'est un projector dégénéré

on a pipX1 la leftX1rightleftprightpIdE
oL CE

3 ceas Sinon

X n'estpas amolater de P ca pneq0
Car pneqIdEX1

deer pipXleftX1right



DIKleftXrightrightarrowIKleftXright

PrightarrowP
Par l'absurde

Soit Qsum_k0qbkXk annulateur de D avec Qneq0

ie OLleftleftKleftxrightrightrightQleftDright
sum_k0qakDk

DkleftPrightOkleftXrightsum_k0qakPleftkright

ù forallPinmathbbRleftXright

en part avec PXq qXq19left91righttimes92
sum_k0qakqleftq1rightldotsleftqk1rightXqk0fracqleftqkright

donc forallkinE0qDak0 par liberté x0ldotsxq

donc Q0 pas de pol minimal



IKd1leftXright

sous en son algie de LLE1
Preuve

IKleftnrightVect_ninmathbbNleftunrightVecleftIdEuu2ldotsunldotsright
VecleftIdEuu2ldotsud1right
libre

Mque leftIdEuldotsud1right libre

Soit a0a1ldotsad1inmathbbR M̅
a0IdEa1uldotsad1ud10 LIE

ie PlefturightOLleftEright
où Pa0a1Xldotsad1Xd1

Donc POIKleftXright par minimalité de d le
degré de Pin

da a0a1ldotsad10

Buf Ide ldotsud1 libre



Mare IKlefturightVetleftIdEuldotsud1right

C Soit vinmathbbRlefturight

ie existsPinmathbbRleftXright tg vPleftnright
CLdes uk

On effectue la dir euclidienne de Pper Piu

begincasesPpiuQRR0ordegRdendcases
Alu

vleftQpiuRrightlefturight
QlefturightcircpiulefturightRlefturight

OmathcalLleftEright

règledesalal
dans 1KTu

Rlefturight où RinmathbbRd1leftXright
inVectleftIdEyldotsud1right

Kd1leftXrightapprox IKlefturight
Remarque phiumathbbRleftXrightrightarrowLleftEright

PrightarrowPlefturight

isomorphine



A3AtimesAtimesAleftMnleftmathbbRrighttimescdotright

1K M ens de pol de la matrice A

eus des CL des puissances de A



Preuve

Montons par récurrence sur kinmathbbN

Akleftbeginmatrixlambda1rddotsleft0rightlambdankendmatrixright

A0Inleftbeginmatrixlambda10ddots10lambdanleft0rightendmatrixright



On suppure Akleftbeginmatrixlambda1kbackslashleft0rightlambdankendmatrixright
Alus Ak1AkA

leftbeginmatrixlambda1kbackslashlambdankendmatrixrightleftbeginmatrixlambda1cotlambdankendmatrixright parH R

leftlambda1C1leftC1lambda2C2rightC1C2lambda3C3rightldots

où ci sont ls colons arAk

leftbeginmatrixlambda1k10lambda2k110backslash00lambdank1endmatrixright

Soitalors Psum_k0pakXk
on a PleftArightsum_k0pakAk

sum_k0nakleftbeginmatrixlambda1kbackslashlambdakendmatrixright



leftbeginmatrixsum_k0naklambda1kbackslashsum_k0naklambdankendmatrixrightleftbeginmatrixPleftlambda1rightbackslashleft0rightPleftlambdanrightendmatrixright



piA1KleftXright

Ah tiens

Imaginons A diagonalisable

ù existsSinGLnleftIKright

existsDleftbeginmatrixlambda1leftorightlefturightbackslashlambdaendmatrixright M̅ ASDS1

Psum_k0paXkPour p EIKEX

PleftArightsum_k0nakAk
sum_k0uakleftSDS1rightk
sum_k0pakSDkS1



Sleftsum_k0nakDkrightS1

SPleftDrightS1SleftbeginmatrixPleftlambda1rightleft0rightleft0rightPleftlambdarrightendmatrixrightS1

enparticulier avec PchiA
sesracines sont lambda1ldotslambdan

ora

chiAleftArightSleftbeginmatrix0lambdaleft0rightleft0right0endmatrixrightS1
0

Si Adiagonalisables chiA et annulatusde A

Enfait c'est vrai sous l'hypothèse de diagonalisabilité





Kd1leftxright

Ring

xAleftX3rightleftX2right
Adiagonalisable chiAleftAright0

donc piAleftX3rightleftX2right
donc piAleftX3right on piAleftX2right

on piAleftX3rightleftX2right
or Aneq3I2 et Aneq2I2
don X3 et x2 ne sut pas anulates de A

d2dont piAleftX3rightleftX2right
duc IKleftAright Veal leftI2Aright

On avait noté CleftArightleftMEAMMAright



On sait que 1K A C CleftAright

declim 2 on a montré de dim 2

anophe à D2leftmathbbRright






























