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Polynowes d endomorplisme, polynowes de matrice

'Je me souviens

1. Que signifie (A, +, X, -) est une K-algebre.

. Citer trois exemples d’algebres.
3. Pour A € M, (K) et k entier, que désigne A¥? A°?
4. Pour u € L(E) et k entier, que désigne u*? u°?

5. Qu’est-ce qu'un idéal de K[X]?
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1 Polynéme d’un endomorphisme

1.1 Définition
(]
Définition. Siu € L(E),et P = pg X%+ - -+p1 X +po K ", on définit le polyndéme de I’endomorphisme u :

P(u) = pgu + - - + pru + poldp
N
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Remarque. u* désigne uo---ou < M= ..Lde
ke fois AN = o

C’est un endomorphisme de E. o
P(u) n’est pas de la fonction polynomiale associée & P évaluée en w. P . ‘K 5 (K

£ — ?(i‘)

On note K[u] I’ensemble des polynémes de I’endomorphisme u.
On dit qu'un endomorphisme v est un polynéme de ’endomorphisme u lorsque v € K[u], i.e. lorsqu’il
existe P € K[X] tel que v = P(u).

v6 KLw) &= FPewx) ‘? = Pl

Exemple. Avec P = X3 —2X + 1, P(u) = u® — 2u+ Idg, et donc P(u)(z) = v®(z) — 2u(z) + 2.
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Définition. On dit que P est annulateur de u lorsque P(u) = Oz (g).



1.2 Morphisme d’algébres P — P(u)

Théoréeme.

Soit u € L(E). On note :
0w : KIX] — L(E)
P — P(u)

e ¢, est un morphisme d’algebres
o Im ¢, = K[u]
o Ker ¢, est un idéal de K[X]

Exemple. Comme P = X3 —2X +1 = (X —1)(X?+ X — 1), par le morphisme ¢,,, on déduit u? — 2u+Idg =
(u — IdE) (] (u2 +u— IdE)
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Proposition.

Klu] = {P(u), P € K[X]}
= Vect ((u")nen)

K[u] est une sous-algébre commutative de L(E).

(Lﬂﬂuw_ CL daec Q(M@( dflai et nn CL
e - ((cchQn éu.ﬂ.
Do LX), exvolnl B=(X™)
— B et Lol gocabescr de IKDX]
Bem oni | Tl qelpd< =4 CL dine
v funllt o It (XN
> L o 20 (e dog 2o m&wﬂu
)Sw;s sok Lilus  cor ecalomnels o

det )

Kex) = Veek (X™)

MmEWN

&éxc IK [_M,l = qu\ J‘:‘m



= e (£.0))

) A 2 ~ )
= Vel (/o./u/,u/-u/.u/-,.

(C/lrw'-w d 9((.5)

Régles de calcul. Pour P, @ polynémes, u € L(E) et \,p € K:

(AP + p@Q)(u) = AP(u) + pQ(u)
(PQ)(u) = P(u) 0 Q(u)
P(u) et Q(u) commutent
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1.3 Polynéme minimal d’un endomorphisme d’un espace de dimension finie

Définition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € £(E). Le morphisme :

o+ KIX] — L(E)
P — P(u)

n’est pas injectif. Ker ¢, est un idéal non nul de (K[X],+, x), appelé idéal des polyndmes annulateurs
de wu. Il existe un unique polynéme unitaire, noté m, et appelé polynéme minimal de u, tel que :

Ker ¢, = (m,) = {7 Q, Q € K[X]}
= m. IKCXJ

Remarque. On peut aussi trouver la notation p, pour le polynéme minimal de u.

Remarque. Si E n’est pas de dimension finie et u € L(E), alors u peut avoir un polynéme minimal, ou pas.
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Proposition. Pour u € £(E) ou E est de dimension finie :
Qu)=0 <= m, | Q

7, est le polyndéme unitaire de plus petit degré qui annule w.
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Exemple. Déterminer le polynéme minimal d’une homothétie Aldg.
. Déterminer le polynéme minimal d'un projecteur, i.e. un endomorphisme p tel que pop = p.
. Déterminer le polynéme minimal d’'une symétrie, i.e. un endomorphisme s tel que so s = Idg.

. On considére D : P+ P’ dans L(K[X]). Montrer que D n’admet pas de polynéme minimal.
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1.4 Base de K[u]

Théoréme.

Soit u € L(E) admettant un polyndéme minimal 7, et on note d = deg(,). Alors (u*)ocr<a—1 est une
base de Ku].

Remarque.
o Dans le cas du théoréme, dim K[u] = deg mu.

e ¢u : P — P(u) induit dans le cas du théoréeme un isomorphisme entre les espaces vectoriels (KX, +,-) et
(Ku], +,-).

e Siu n’admet pas de polynéme minimal, c’est-a-dire lorsque ¢., est injective, ¢, est un isomorphisme d’algébres
entre ('K[X]’ +, %, ) et (IK[u], +,0, )
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(M), +,x,-) A = Axhch

2 Polynome d’une matrice

2.1 Définition
Définition. Si A € M, (K) et P =pg X%+ -+ +p1 X +po € K[X], on définit le polynéme de la matrice A :

P(A) = paA®+ -+ p1A+pol,

C’est une matrice carrée.
On note K[A] I'ensemble des polyndmes de la matrice A.
u’une matrice B est un polyndme de la matrice A lorsque B € K[A], i.e. lorsqu'il existe P € K[X]

e B= P(A).
Remafque. A* désigne A x - x A.
—_—

k fois
P(A) n’est pas de la fonction polynomiale associée a P évaluée en A.
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2.2 Morphisme d’algébres P — P(A)

Théoréme.

Soit A € M, (K). On note :
da : KX] = Myu(K)
P — P(A)
e ¢4 est un morphisme d’algebres

o Imgpy = K[A]
o Kerga est un idéal de K[X]

Proposition.

K[A] = {P(A4), P € K[X]}
= Vect ((A")nen)

K[A] est une sous-algébre commutative de M, (K).

Regles de calcul. Pour P, Q polynémes, A € M, (K) et \,u € K :

(AP +puQ)(A) = AP(A) + 1Q(A)
(PQ)(A) = P(A)Q(A)

P(A) et Q(A) commutent

1(A) =1,

Si A est triangulaire, les coefficients diagonaux de P(A) sont connus :

)\1 * N * P(Al) *
Lorsque A = 0 A , alors P(A) = 0 P()
*
0 0 A 0 0
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2.3 Polyn6me minimal d’une matrice carrée

Définition. Soit A € M,,(K). Le morphisme :

oa: KIX] — My(K)
P — P4

n’est pas injectif. Ker ¢4 est un idéal non nul de (K[X], +, x), appelé idéal des polynémes annulateurs
de A. Il existe un unique polynéme unitaire, noté w4 et appelé polynéme minimal de A, tel que :

Kerga = (ma) ={maQ, Q € KX}
= F'TA,-M txj

Remarque. On peut aussi trouver la notation pa pour le polynéme minimal de A.

Proposition. Pour A € M, (K) :

QA)=0 < ma | Q
w4 est le polyndme unitaire de plus petit degré qui annule A.
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Exemple. Dans M, (K), déterminer le polynéme minimal de :

0 1 0



2.4 Base de K[A]

Théoreme.

Soit A € M,,(K), w4 son polyndéme mininmal, et on note d = deg(m4). Alors (A¥)o<r<i—1 est une base
de K[A].

Remarque.

o dimK[A] = degma.
e ¢a : P +— P(A) induit dans le cas du théoréme un isomorphisme entre les espaces vectoriels M—i—, -) et

(ﬂ([A]7+7')'
Ma-c T3

Q_‘:‘? On pose A = (i _11)

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice

3 0
0 —2)°
En déduire que 'ensemble des matrices qui commutent avec A est

Vect (I, A).

Zp = (1-8) (X2)
Aabw,,m 2. (M=o
doe T | (X-3)(X+2)
o Th =(X=2) o g =(Xt2)
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3 Lien entre les deux notions

Proposition. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie sur K, B une base de E et u € L(F). Alors :

VP € K[X], Mat(P(u), B) = P(Mat(u, B))










































