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Complewents suv les anneaux
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'Je me souviens

1. Donner la définition d’anneau.

2. Donner des exemples d’anneaux

3. Qu’est-ce que le groupe des inversibles ?

4. Qu’est-ce qu'un corps?

@Quand dit-on qu'un anneau est intégre ?

6. Qu’est-ce qu'un sous-anneau ?

7. Quelles sont les regles de calcul dans un anneau ?

a X (—1A

):
a X (;Z:lbl) =
(a+b)" =
a —b" =

(1a— a)( > ak) =.

k=0

8. Qu’est-ce qu'un morphisme d’anneaux ?

9. Et un isomorphisme d’anneaux ?
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1 \ Produit d’anneaux

Définition. Soit A, B deux anneaux. On munit A x B des lois internes :

(x1,91) + (22,92) = (1 + T2, Y1 + ¥2)
(x1,91) X (2,92) = (21 X T2, 41 X Y2)
pour tout (z1,y1), (x2,y2) € A X B.
Muni de ces lois, (A X B, 4+, X) est un anneau appelé anneau produit de A et B.
Remarque.
o Cette définition se prolonge au cas d’'un nombre fini d’anneaux.

e Un anneau produit n’est pas, en général, intégre.

Exemple. Soit A et B deux anneaux. Quels sont les inversibles de A x B?
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2 Idéaux d’un anneau commutatif

2.1 Définition

Remarque. Si f : A — B est un morphisme d’anneaux, son image Im f est un sous-anneau de B, mais son noyau
Ker f n’est pas en=général un sous-anneau de A.

Définition. Soit (A, +, X) un anneau commutatif. Une partie I de A est un idéal de A lorsque :
e [ est un sous-groupe de A.

e [ est absorbant, i.e. :
Vae A, Ve el, axxel

Exemple. Que dire d’un idéal qui contient 14 7

Exemple. Quels sont les idéaux d’un corps ?
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Théoreme.

| Si f : A — B est un morphisme d’anneaux commutatifs. Alors son noyau Ker f est un idéal de A. |
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Proposition. Sia € A, alors aA est un idéal de A, qu’on appelle idéal engendré par a.

Remarque.
e On peut utiliser la notation (a) pour désigner aA, idéal engendré par a.

e Un idéal I pour lequel il existe a tel que I = aA est parfois qualifié de principal. Si tous les idéaux de A sont
principaux, on qualifie 'anneau de principal. Ce vocabulaire n’est pas dans le programme officiel.
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2.2 Idéaux de Z, PGCD d’entiers

Proposition. Les idéaux de (Z,+, x) sont les nZ, avec n € N.
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Proposition. Soit a,b € Z. Alors :

(a) + (b) = aZ + bZ = {au + bv, u,v € Z}

est un idéal de Z.

Définition. Soit a,b € Z, non tous les deux nuls. Alors il existe un unique entier d € N, appelé PGCD de a
et b, tel que :

(a) + (b) = (d) i.e. aZ +bZ = dZ
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Notation.
e On note a Able PGCD de a et b.

o La relation au 4+ bv = a A b s’appelle relation de Bézout.

Proposition. Soit a,b € Z deux entiers non nuls. Les diviseurs communs a a et b sont les diviseurs de a A b.

Remarque. On retrouve la définition de premiére année : a A b est le plus grand (au sens de I'ordre naturel, au sens de
la divisibilité) entier naturel qui divise a la fois A et B.

Définition. Soit aq,...,a, € Z, non tous nuls. On appelle PGCD de ay,...,a, 'unique d € N tel que :

aZ+--+a,Z =dZ



2.3 Idéaux de K[X]

Proposition. Les idéaux de (K[X], +, X) sont les P K[X] = {PQ, Q € K[X]}, avec P € K[X].
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2.4 Divisibilité dans un anneau, idéal engendré par un élément

Définition. Soit (A, +, x) un anneau commutatif, a,b € A. On dit que a divise b, et on note a | b, lorsqu’il
existe ¢ € A tel que b = ac, i.e. b est un multiple de a.

Remarque. a|b < bA CaA

Définition. Dans (A, +, x) anneau commutatif, pour a,b € A, on dit que a et b sont associés si et seulement
sia|betb]a, cest-a-dire aA = bA.

Proposition.
o La relation étre associés est une relation d’équivalence sur A.

e Lorsque A est intégre, a et b sont associés si et seulement s’il existe u inversible tel que a = ub.















