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Complements sur les groupes
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'Je me souviens

Loi de composition interne

1. Qu’est-ce qu’une loi de composition interne ?
2. Comment noter une loi de composition interne ?
3. Que signifient :

e associatif 7
e commutatif ?
e élément neutre ?

o symétrique ?

4. Soit E un ensemble, muni d’une loi de composition interne *. On suppose l'existence d’un élément neutre
noté e. Soit a et b deux éléments de E qui admettent un symétrique. Est-ce que (axb) admet un symétrique ?

5. Pour un élément a et un entier n, qu’est-ce que a™ 7

6. Qu’est-ce qu'une partie stable de F pour *?
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Structure de groupe

7. C’est quoi, un groupe ?
8. C’est quoi, un groupe abélien ?
9. Donner des exemples de groupes.

10. Comment définir le groupe produit de deux groupes?

@ C’est quoi, un sous-groupe ?

2. Quels sont les deux sous-groupes triviaux de (G, *)?

Lyt 6

[61+) geg

R I)W—WOQLG e
+ HelG
. e, (o Hzp)

~t
¢ [

Rl ger o Yypert ny &H
skl qer TH O HreH oC'eH



Morphisme de groupes

13. Qu’est-ce qu'un morphisme de groupe ?
14. Donner des exemples de morphismes de groupes.

On considére f : (G, *) — (H,-) un morphisme de groupe.
15. Quelle est 'image du neutre, du symétrique, par f 7
16. Que dire de I'image (directe) d’un sous-groupe par f?
17. Que dire de I'image réciproque d’un sous-groupe par f 7
18.)C’est quoi, le noyau de f 7 Quel lien avec l'injectivité de f 7
19. C’est quoi, I'image de f 7 Quel lien avec la surjectivité de f 7
20. Qu’est-ce qu'un isomorphisme de groupes.

21. Comment montrer qu’une application est un isomorphisme 7

f'. (6 ) —— (H )
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Les entiers

22. Que désigne Z7 727

23. Enoncer le théoréme de la division euclidienne dans Z.




Sous-groupe engendré par une partie

Proposition. Une intersection de sous-groupes est un sous-groupe : si (H;);e; une famille de sous-groupes

de (G, ), alors m H; est un sous-groupe de G.
iel

P Val H: c G

alskc /\ H; c G

cel

Ao ZaéﬂH(

fel

s go:[")t(:&ém"\‘

(eT

O»QSN—- ‘oLl'/ kr*a &("{( doa-t ")L*ta—‘é("?c'
&v«{ 'Xﬁtg\é () l'{(‘

(ED



Définition. Soit (G,*) un groupe et A une partie de G. On appelle sous-groupe engendré par A le plus
petit sous-groupe H de (G, *) qui contient A.

(A\ Remarque. On note (A) le sous-groupe engendré par A, mais cette notation n’est pas dans le programme officiel.
3('( Remarque. La définition signifie que H est le sous-groupe de (G, *) engendré par A si et seulement si :

e H est un sous-groupe de (G, x)

« ACH

« Pour tout sous-groupe K de (G,x), ACK — HCK

Proposition. Avec les notations précédentes :
(A=H
AcH

H sous-groupe de G
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Définition. La partie A de (G, %) est dite génératrice de G lorsque le sous-groupe de (G, *) engendré par A
est G.



Description du sous-groupe engendré par A. Soit G un groupe noté multiplicativement. (A) est 'ensemble
des éléments de G qui s’écrivent sous la forme :

En

€1
a;” ...a,

oun €N, ay,...,a, € A, e1,...,6, = %1.

Remarque. Lorsque G est commutatif et noté additivement, le sous-groupe engendré par A est I'ensemble des éléments
qui s’écrivent sous la forme :
ka1 + -+ kpap

oup € N, ay,...,ap, € A sont distincts, et ki,...,kp, € Z. Ce ne sont pas tout a fait des combinaisons linéaires,
puisque les « scalaires » sont ici entiers.
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Proposition. Les sous-groupes de Z sont les aZ = (a), ou a € N.
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