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5 IAnnexes

5.1 Annexe : applications n-linéaires alternées

Définition.
e Une application

foE

(:I:lv' . '7:1:'”)

— F

= flz,. .., 2n)

est dite n-linéaire lorsque, pour tout i, tout
Ty, Ti1,Tig1,-- -, Ly, Uapplication :

€T f(fL'l,...,Ii_1,$,1i+1,~-~;37n)

est linéaire.
On parle de forme n-linéaire lorsque f
E™ — K.

Elle est dite alternée si on a 'implication :

Fi#jtq =2, = f(r1,...,2,) =0
o Elle est dite antisymétrique si :
Vz#], f(7 .’EJ ey xT; ,)
T T
i® place J° place
= — (, €T; yerey Ij ,)
. T
i“ place j¢ place

c’est-a-dire, pour toute transposition 7 € &,, :

f("l"'r(l)7 .- -aIT(n)) = _f(‘ll"h A axﬂ)

Proposition. f est antisymétrique si et seulement si,
pour toute permutation o € &,, :

f(wd(l)a s axd(n)) = E(O’)f(.’L'l, s 7-7511)

Proposition.
e Si f est alternée, alors f est antisymétrique.

e Si f est antisymétrique et que K est un sous-
corps de C, alors f est alternée.

Théoréme de structure.

@ = g'rw\Yr. ohe Va./w.«\'m\fm,
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Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
L’espace des formes n-linéaires alternées sur £
est un K-espace vectoriel de dimension 1. N\
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Plus précisément.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n

et B = (e1,...,e,) une base. Il existe une
unique forme n-linéaire alternée ¢ sur E telle
que ¢(eq,...,e,) = 1. Et toute forme n-linéaire

alternée est de la forme \¢, avec \ € K.

Définition. Soit £ un K-espace vectoriel de dimen-
sion n et B = (e1,...,e,) une base. L'unique
forme n-linéaire alternée ¢ sur E telle que :

oler,...,en) =1

est appelée déterminant dans la base B, et est
notée detp.

Proposition. Soit ¢ une forme n-linéaire alternée sur
un espace un espace vectoriel de dimension n,
et on suppose que ¢ n’'est pas nulle. Alors, pour
toute famille (zq,...,z,) d’éléments de E :

O(x1,...,20) =0 < (21,...,2,) est lice

Remarque. La propriété généralise le résultat annoncé
prop g
pour le déterminant dans une base B.

Preuve.

On suppose (z1,...,zy) liée, done I'un des vecteur est

CL des autres :
n
T = Z QiTi
i=1
i#k

On calcule alors :

n
qb(xl:---yxk,---szn)=¢(m17---1 E a‘imia-“:xn)
=1
iZk

n

= aig(@1,.. s Ti ., Tn)
i=1

i#k

par n-linéarité

= 0 car ¢ alternée

On suppose (x1,...,2n) libre, done c’est une base de E,
notée B. Comme ¢ est une forme n-linéaire alternée non
nul, il existe A non nul tel que ¢ = Adetp. Et donc
d(z1,...,2n) = Adetg(B) = X #0.
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5.2 Annexe de |'annexe : démonstration du théoréme de structure

Théoréme de structure.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n
et B = (e1,...,e,) une base. Il existe une
unique forme n-linéaire alternée ¢ sur E telle
que ¢(eq, ..., e,) = 1. Et toute forme n-linéaire
alternée est de la forme \¢, avec A € K.

Preuve pour n = 2. Soit x = x1e] + xgey et y = yre1 + yoen
dans E, et ¢ une forme 2-linéaire alternée sur . On calcule :
d(z,y) = ¢(z1e1 + x2e2,y1€1 + Y2e2)
= ziy1¢(e1, e1) + z1y2¢(e1, e2)
+ zay10(e2, e1) + x2yad(ez, e2) par 2-linéarité
= (z1y2 — x2y1)P(e1, e2) car alterné et antisymétrique

Donc ¢ est proportionnelle & (z,y) — z1y2 — z2y1, et la &
seule forme 2-linéaire alternée satisfaisant ¢(ej,ez) = 1 est < C(,l .e e,,.? A: {Ma’/ (1' e 'Vﬂ,)
(z,y) = z1y2 — T2y1. a \N\Tar*y

. aa{4 - Qq,
Preuve pour n quelconque. Soit E espace de dimension n, .
B = (e1,...,en) une base de E, ¢ une forme n-linéaire al- [qmdl °
ternée sur E. Soit (z1,...,2,) une famille de vecteurs de E. ¢ (
On note A = Matg(z,...,2n), c'est-d-dire que, pour tout j, a' a

Vl o - - L L

"
z; = E a;jei. On calcule alors :
i=1

n n
d(x1,...,xn) =¢( E Wi 1€5q 5. s Z ai"nei")

=1 in=1
4 (‘)f,“ et M)
= Z [T T P | (F R P |

(i1,.-sin ) E[L,n]"

LV

= Z ad(l)l"'aa(n)'nd’(ed(l)!"'166(11)) S
o n|—[1,n : . N ‘e O

[Ln]=[1n] 2_&)_41{&, ) Z

en posant o(k) = i

= Z Ag(1)1 - -+ ad(n)nd’(ea(l)s sy e':l'('n))
o: [1,n]—[1,n]
o bijective

car ¢ est alternée

= Z Ag(1)1 "'aa(n)ns(o)d’(el:“-;en) ;151 A,v,?d

geGy
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car ¢ est antisymétrique

:( Z s(a)ad(l)l...a,,(n),,)q‘)(el,...,en) “’A df’ q\" 3#(

cES,

Donc ¢ est proportionnelle & lapplication (z1,...,z,) — S
Z £(0)ag(1)1 - - - Ag(nyn, et la seule forme n-linéaire alternée _ a a
- 2 gt byne)
satisfaisant ¢(e1,...,en) =1 est R . 1
Ky A
(Z1,...,2n) — Z 6‘(0')"'47(1)1 <+ Ao(n)n !

oS, i(t 2E2 ddkely

> Z ao(q'M .e. 00‘(-.‘)\4 Cé(eam)..sﬂq)

e,
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1 Déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base

1.1 Déterminant dans une base

Définition. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n et B = (ey,...,e,) une base de E. Soit z1,...,z,
n vecteurs, et on note (a;;)1<ign les coordonnées de z; dans la base B. On a :

detg(z1,...,x,) = Z €(0)ag(1)1 - - - Ao(n)n
oceS,

Proposition. detg est une forme n-linéaire alternée sur F. Elle est aussi antisymétrique.
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1.2 Changement de base

Proposition. Soit B et B’ deux bases de E.
Alors, pour tout (z1,...,2,) € E™:

detg(z1,...,2,) = detg(B') detg/ (x1,...,T,)

Pm::e; My o doby e N\(e)= Veck (dory, )
doe Do €W #7 Auky = of dabg
@ H,..m)e €Y, Aok fa .. ) = of Aabge (4. )
e gork gpom (ngenn )z RS



1.3 Déterminant et indépendance linéaire

Proposition. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et B une base de E. Alors, pour tout (z1,...,2,) €
E™
detg(zy,...,zn) =0 <= (x1,...,2,) est liée
Corollaire.

detg(xi,...,2n) #0 < (21,...,2n) est une base de E



2 Déterminant d’'un endomorphisme

Définition. Soit u endomorphisme de E espace vectoriel de dimension n. Pour toute base B de E et toute

famille (z1,..., Zn) € E™:

Hrrr - eGdoa:
S l‘dd-l') A §&
fl:“d'-v d( N re . Ay

\/\r(v—-c MB(M1 1"’1,‘1‘5) 'q(”«)
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doe I EW (webl deb(w) T
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o On gork
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5.3 Annexe : indépendance du choix de la base pour le calcul de det(u)

Construction.  Soit u endomorphisme de E espace
vectoriel de dimension n. Soit B de E. L’applica-
tion :

¢ (1,..., 1) = detg(u(z), ..., u(x,))

est une forme n-linéaire alternée, donc il existe
A € Ktel que ¢ = Adet. Ce A est unique, on 'ap-
pelle le déterminant de u et on le note det(u).

Remarque. On retient : Pour toute base B et tous vec-
teurs x1,...,Tn :

detp(u(zi),...,u(z,)) = det(u) detp(z1,...,zn)

Preuve. Soit B’ une autre base. Pour z1,...,z, € E, on cal-
cule :

detpr (u(zy),...,u(zn)) = detg (B) detg(u(zy),...,u(zn))
par changement de base
= detg (B)Adetp(z1,...,zn)

= Adetgs(x1,...,2n)

par changement de base

C’est donc bien le méme coefficient A pour la base B’. O



Proposition.
o Yu,v € L(E), det(uov) = det(u) det(v)

1
det(u)

o u€ @FL(E) <= det(u) # 0 et det(u~")

J'—V(dnv‘) - A"‘}} ( 'U°""(<'t)/ cp ev(e) ) ) d*f Ao &t

- U] AoV -
et (an) q;(«rosd v () ) ) def et o
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dv (ak ouct) = olab(an) k(™ ?)
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3  Déterminant d’une matrice carrée

Formule.

det(A) = Z £(0)ag1)1 - - - Go(n)n
ceS,

Proposition. L’expression de det(A) est polynomiale en les coefficients de A.

Remarque. C’est I'argument utilisé pour justifier la continuité de A — det(A) sur M, (K) lorsque K =R ou K = C.
Proposition.

e Si A est la matrice de u € L(FE) dans la base B, alors det(A) = det(u).
o Si A est la matrice de la famille (z1,...,z,) de E dans la base B, alors det(A) = detp(z1,...,Tn).

o A est la matrice de la famille de ses colonnes (C,...,Cy) dans la base canonique de M,1(K)), donc
det(A) = detbase canonique(cl, ey Cn)

gf E Bove A E/ 652(zq., Onr )
f- Motk (ar, )
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Proposition. Pour des matrices carrées, on a :
o det(AB) = det(A) det(B)
o det(AA) = N\ det(A)
o det(AT) = det(A)

1

* A€GLA(K) < det(4) #0 et det(d™) = T

¢ Deux matrices semblables ont le méme déterminant

/\a,u( - T - )(qdw.

dor (AR) = | |
(
}\QM‘ AO‘M L)gactbw',\&f/\

= AT v (A)

dat (A7) = 2 &C) a .

AGCY 0\"‘ T (w)
el
.. & N err
7 '(111 T ()

@; —_ o &:\ 2,1 ww v&a-co(‘.'_

~\
(I )
= 0 e et am chhonged Asobin

- 2 S a . - .a

- eCo (Q )1 o-(wy h

E({U‘)~1 o € w«r-p@»& A&i)mv(\c

() ==+
_der (A) €Cor) o (o)
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4 | Calcul de déterminants

4.1 Développement par rapport a une ligne, a une colonne

Définition. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Pour tout 4, j, on note A; ; le déterminant de la matrice carrée
(n—1) x (n — 1) obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A. On I’appelle le mineur

associé a a;;.

On appelle cofacteur de a;; la quantité (—1)"H7A; ;.

Théoréme.

Le développement par rapport a la j-éme colonne est :

n

=1

Le développement par rapport a la i-eme ligne est :

det(4) = > (=1)"™Mai ;A5

det(A) = Y (~1)"a; ;A
j=1

Soit un entier n > 1. On considere la matrice carrée d’ordre n a coefficients réels :
2 -1 0 0
-1 2 -1
Av=10 -1 0
: o2 -1
0 0 -1 2

On désigne par D,, le déterminant de A,,.
(a) Montrer que Dy, o = 2D, 41 — Dy,

(b) Déterminer D,, en fonction de n.

(0‘ ) iDm#-?_

1)

[
N
N
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4.2 Déterminant de matrices diagonales, triangulaire

Proposition. Si A est triangulaire (et donc si A est diagonale), det(A) est le produit des coefficients diagonaux :

ai; a2 ... . A1n
0 a22 n
= 11022 .. .App = Han‘
. i=1
T an—1,n
0 0 Gnn




4.3 Opérations sur les lignes et les colonnes

Proposition.
e L; <> L; : échanger deux lignes multiplie le déterminant par —1
o L+ L+ ALj, ol i # j : ajouter & une ligne une CL des autres ne modifie pas le déterminant

e L; « AL;, ou A # 0 : multiplier une ligne par A multiplie le déterminant par A. Mais on raisonne en
pratique par égalité, en pensant qu'on factorise par A dans la ligne 1.

— ey b b pvee  wodelos e.'arx}v@»b;

oy 2’-& V)/\.oebw A~ anediey A= l’\‘em)vegé?a ‘e -

Ci o Cj Aok wll qor C0) andiyguelid (ollnr )

Co e— C +AC’3- ol gfd —> anchhonse”

dov | ... C“’L’\Cae("'% -




4.4 Déterminants par blocs

Proposition. Soit A,C' deux matrices carrées. On considere la matrice triangulaire par blocs définie par :
A B
M =
(6 ¢)

det M = det(A) x det(C)

Alors :

KIpc]
M = (A ........... ® >}"
o  )lnr

e ¢ = Aal (A—)



Proposition. Soit A une matrice triangulaire par blocs :

A, & - - B
0 A, :
A= : -
: R §
o - ... 0 A,

Alors :
det A = det A; det Ay ...det 4,



4.5 Déterminant de Vandermonde

Résultat. Pour ay,as,...,a, dans K, le déterminant de Vandermonde :
1 1 . 1
ay as e Qp,
2 2 2
a a e.oa
V(al,az,.,.,an) = 1 2 n
n—1 n—1 n—1
aj as an
vaut :
I (a—a)
1<i<j<n
n—1 n
Remarque. I faut comprendre qu’il s’agit d’un produit double : H H (aj — as).
i=1 j=i+1
ite 4 CueGat, o GGG
p R s
(4 VAV 3 idid L, &L= al,
—

LgéLZ"q}Lq

LM&L\\"Q:“L’I

e g

L &

ARez Y ;

—_—

Via, .

.0 ) =

L';(——

Ju

Nl
= (1) (800u)or-an) - (ann-a) U (8 an)

= (amﬁa‘d’) CAM”G?—) "o- (OM“Q(&"( ) \[(G‘f"' - ah-( )

et

= T (a,m a. )

\f(aqn ~ Ot~ )

Az A
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5.4 Rappel : comatrice, formule pour I'inverse

Définition. On appelle comatrice de A la matrice
des cofacteurs :

Com(A) = ((_1)i+j Am)

1<ig<n

ou A, ; est le mineur relatif au coefficient (i, j),
c’est-a-dire le déterminant de la matrice de taille
(n—1) x (n — 1) obtenue en supprimant de A la

Preuve.

« Dans le produit A x (Com(A)) T, le coefficient (i, i) est :

" "
D aibk =Y ai(=1)"rA;
k=1 k=1

qui vaut det(A), par la formule de développement par
rapport a la ligne L;.

ligne 7 et la colonne j.

Proposition.
A x (Com(A))" = (Com(A))" x A =det(A) I,
et donc, si det(A) # 0 :

_ 1
A7l = dot(A) (Com(A))"

« Dans le produit A x (Com(A))T, le coefficient (i, ) pour
i# jest:

" n
Z aikbkj = Z az‘k(“l)J+kAj.k
k=1 k=1

qui vaut, par les formules de développement, le détermi-
nant de la matrice obtenue a partir de A en remplagant
sa j-éme ligne par sa i-¢me ligne, ce qui en fait une ma-
trice 4 deux lignes égales, donc a déterminant nul.
Ainsi A x (Com(A))" = det(A) I.. Le calcul est analogue pour
l'autre produit. O



5.5 Annexe : une preuve élégante du calcul du

déterminant de Vandermonde

Proposition.

1
ay
a2

V(al=a2:""an)= 1
n—1
@y

I1

1 . 1
5} I Ay
2 2
a2 - ay,
n—1 n—1
a; co.ooap

(a; —a;)

1<i<j<n

Preuve.
On suppose que (aq,..
forme :

P(t) = ‘/(al--”eanst)

1 1
al a2
2 2
al (12
n—1 n—1
al” a27l
(11 a2

.,an) sont deux a deux distincts. On

1 1
n t
2 2
ay, t
u;;—l l"_l
an LH

n

En développant ce déterminant par rapport a la derniére ligne,
P(t) apparait comme polynomiale en ¢ :

Pit)=+dt+ -+ &t" P+ V(iay,...,an)t"

Ce polynéome de degré (inférieur ou) égal a n admet n racines
distinctes : a1,...,a, et on connnait son coefficient dominant.
On a donc la relation :

V(ar,...,an,t) = V(ar,...,an) [](t—ar)
k=1

et donc la relation de récurrence :

On peut alors montrer par récurrence que :

H (aj - a;)

1<i<j<n

V(al,...

7an) =
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Soit a, b, ¢ trois scalaires. On considere le déterminant d’ordre n suivant :

c b ... b

D, (a,b,c) = “
b
a a ¢

[n]
(a) Calculer D, (a,a,c) en fonction de a, ¢ et n.
(b) Montrer que ¢ : z+ Dy(a+z,b+ z,c+ z) est affine.

(c) En déduire, pour a # b, D, (a,b,c) en fonction de a, b, c et n.



Montrer que :

(DM-\ /v\(N\M)

n(nn)

11

M i )

n—1 2
3 n
: :(_1)n+1(n—|—1)n
: 2
-0
Qo]

A a~—S
L, C, L,
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