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1.3 Convergence normale

On introduit dans ce paragraphe un autre mode de convergence des séries de fonctions, plus « fort » que les

précédents.

Définition. Soit ) f,, une série de fonctions : I — K. On dit que ) _ f,, converge normalement sur I si et

seulement si :
{ fn est bornée sur I pour tout n

S fulloo converge

Remarque.
e On peut donner une définition moins forte, en ne travaillant que pour n = ng.
e Le premier point permet de garantir l'existence de || fn|lcoc = Sup{|fn(z)|, z € I}
e Le second point est la convergence d’une série numérique.

o La convergence normale de Y, fn, c’est la convergence de Y. || fn|loo-

2

M

to wocwclimt o DI\, ev

Théoreme.

Soit Y fn une série de fonctions : I — K.

Vn, Ve, |fo(z)] < an

ou ay, est positive, indépendante de x et t.g. d’une série convergente,
alors ) f,, converge normalement.

S’il existe une série numérique Y a, convergente et majorante, c’est-a-dire telle que :
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Exemple. Etudier la convergence simple de la série de fonctions > fn dans le cas ou :
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Exemple. Etudier la convergence normale sur tout segment de Z —-
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Exemple. Etudier la convergence normale sur [0,1] de 3 f,, ot f,,(z) = (—1)"x—.
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1.2 Convergence uniforme

Définition. Soit > f,, une série de fonctions : I — K. On dit que Y f,, converge uniformément sur I si et
seulement si la suite de fonctions (S,,), de ses sommes partielles converge uniformément sur I.

Remarque. On peut quantifier la définition par :

“+oo
> fula)

k=n-+41

22 cusz’u:«@w»iw = (S)). o wifrduwad

§3° \,[/

Zfﬂ co  stafetr = (S o shunfirnts .

Proposition. La convergence uniforme d’une série de fonctions implique sa convergence simple.

Ve > 0,3N t.q. Vn > N, Vx € I, <e

Théoréme.

> fn converge uniformément sur I si et seulement si :

> fn converge simplement sur T
(Ry)n converge uniformément sur I vers 0
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1.4 Lien entre les différents modes de convergence

Proposition. La convergence uniforme implique la convergence simple.

Proposition. La convergence normale implique la convergence uniforme.
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1.2 Convergence uniforme

Proposition. Si )" f, et > g, convergent uniformément sur I, et A\, u € K, alors > (Af,, + pgn) converge
uniformément sur I.

Proposition. Si la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur I, alors la suite de fonctions (fy),

converge uniformément vers ('u. u—»o\ s T

Remarque. Il est difficile de démontrer la convergence uniforme sans calculer explicitement la somme S(x), sauf a avoir
recours dans certains cas au Ah. des aénicr olbermces.

540.10 Grp 17

Soit A C C et (f,,) une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer 'implication :

(la série de fonctions E fn converge uniformément sur A)

4

(la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers 0 sur A)

2. On pose : Vn € N,V € [0; +o0[, fn(z) = nale oV,
Prouver que Z fn converge simplement sur [0; +o0].

Z fn converge-t-elle uniformément sur [0; +o00[? Justifier.
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Exemple. Etudier la convergence uniforme de Y f,, sur intervalle précisé.
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Exemple. Etudier la convergence uniforme de ) f,, sur l'intervalle p

2. folz) =ze ™" I =R,

. Chde o & cu gl

Sesl me

..J\A‘K.'L
{/\« (”‘) = A e

= W (ef%t) "

0(9-& z f"\ (W) cu r)Dv

g
n# O (ran); 4/(7

E_{M (o) cv  Cer {v\(axc o
¢ (U nowale

\L(fq( ’f’“(\/_‘ «- f—e,'i

&/% Seant o(;w-ra,uabx
%MV/ Loy e m"ub,rp«. naswaole. -

. Cux»v'(w.

()OW\ w2
\pw\ ("\') J Z 'X-e
L —oe
C&"?&ﬁvey\«?g
_ (9] N MN=2O
() A
U e




ﬁm(%“)
/ -1 A
‘(am[{p)/ Qu-l(ﬁ) \/—%.e’ | —4

A-e
™ A e-'I- n
N—d= (V\
-1
- nh e
s O
—tq RN



Exemple. Etudier la convergence uniforme de ) f,, sur l'intervalle précisé.
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2 Régularité de la somme d’une série de fonctions

2.1 Transfert de continuité

Théoréeme.

Soit Y f une série de fonctions définies sur I.
Si:

e > fn converge uniformément sur I (on note S sa somme),
e pour tout n, f, est continue sur I,
alors :

o S est continue sur I.

Raisonnement classique. Si ) f,, converge uniformément sur tout segment [a,b] C I, et si les f,, sont continues
sur I, alors S est continue sur tout [a,b] C I donc sur I.

Remarque. Ce résultat, qui exploite le caractére local de la continuité, s’adapte aussi lorsque la convergence uniforme
est vérifiée sur une famille d’intervalles adaptés a la situation.
4o .
T .
Exemple. On note exp(z) = Z —- Montrer que exp est continue sur R.
—— n

n=0



2.2 Théoréme de la double limite

Théoréme de la double limite.

Soit Y f,, une série de fonctions définies sur I et a une extrémité de I (éventuellement infinie).
Si:

e > fn converge uniformément sur I (on note S sa somme),
e pour tout n, f, admet une limite finie ¢,, en a,
alors :
o la série Y ¢, converge (on note ¢ sa somme),
o la fonction S admet une limite en a,

o cette limite est égale a /.

Preuve. La démonstration est hors programme. [}

Remarque. On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

+oo +oo
i (2 500) = 3= (1 1)

mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréme, et masque les problémes de
convergence des séries et d’existence des limites envisagées.



(=0

r+n

+oo
Exemple. Pour z > 0, on note f(x) = Z

n=0

. Déterminer la limite pour x — +oo de f(z).



Exemple. On s’intéresse a la série >z, qui converge simplement sur | — 1, 1[. Utiliser le théoréme de la double
limite pour montrer que la convergence n’est pas uniforme sur | — 1, 1].






























