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8 |Théorémes d’approximation uniforme

8.1 Approximation par des fonctions en escalier

Théoréme.

Toute fonction continue (par morceaux) sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une suite
de fonctions en escalier.
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8.2 Approximation par des fonctions polynomiales

Théoreme de Weierstrass.

Toute fonction continue sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une suite de fonctions
polynomiales.

Remarque. On parle ici de fonctions numériques (& valeurs dans R ou C). L’hypothése de continuité est importante,
celle de segment aussi.
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CY([0,1],R) désigne I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & va-
leurs dans R.

1
Soit f € CY([0,1],R) telle que : Vn € N, / t"f(t)dt = 0.
0
1. Enoncer le théoréme de Weierstrass d’approximation par des fonctions
polynomiales.

2. Soit (P,,) une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément
sur le segment [0, 1] vers f.

(a) Montrer que la suite de fonctions (P, f) converge uniformément
sur le segment [0, 1] vers f2.

1 1
(b) Démontrer que / f2(t) dt = lim / P, (t)f(t)dt.
0 0

n—-4o0

1
(c) Calculer/0 P, (t) f (t)dt.

3. En déduire que f est la fonction nulle sur le segment [0, 1].

530.3

Soit f : [0,1] — R continue telle que, pour tout n € N :

/lt"f(t)dt=0

0

Montrer que f est la fonction nulle.
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Pour n € N et z € R, on pose :

fn(z) =2(1+e7™)
(a) Sur quelle partie D de R la suite (f,)ner converge simplement ?

(b) La convergence est-elle uniforme sur D ?

1
(c) Déterminer la limite, pour n — 400, de / fn(t)dt.
0
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Sevies de fonctions numeriques

p

'Je me souviens

1. Qu’est-ce qu'une série numérique ? Quel est le lien entre suite et série ?

2. Quelles sont les principales techniques d’étude d’une série numérique a termes positifs 7 alternées? de
fsigne quelconque ?

3. Qu’est-ce que la convergence simple d’une suite de fonctions ? la convergence uniforme ?

4. Comment assurer la continuité de la limite simple d’une suite de fonctions ? et la dérivabilité ?
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1 |Modes de convergence d’une série de fonctions

1.1 Convergence simple

Définition. Soit > f,, une série de fonctions I — K. On dit que ) f,, converge simplement si et seulement

si, pour tout x € I fixé, la série numérique Y f,,(x) converge.
Dans ce cas, on définit :

S: 1 — K
+oo

T an(a:)
n=0

appelée somme de la série de fonctions Y f,.

Il arrive que la convergence simple n’ait pas lieu sur I tout entier, mais sur une partie J de I. Dans ce cas, la
somme de la série de fonction n’est définie que sur J, appelé domaine de convergence simple :

Proposition. La somme d’une série de fonction est définie la ou la série de fonction converge simplement.

Remarque. L’étude de la convergence, a x fixé, de Y fn(x), se fait en utilisant les outils du chapitre 520 : on travaille
en général sur le terme général fn(z), que I'on essaye de comparer au terme général d’unes série numérique connue

(Riemann, géométrique, etc.). Dans ce cas, x joue le role d’un paramétre sur lequel on peut étre amené a discuter.

Remarque.

La convergence simple est la convergence point a point. On rédige toujours I’étude de la convergence simple en
travaillant « & x fixé ».

Pour n € N, on peut noter :
Sn t T ka(a:)
k=0

Alors (Sn)n la suite de fonctions des sommes partielles de Y, fn, et la convergence simple de Y, fn est équivalente
a la convergence simple de (Sn)n.

En cas de convergence simple sur I, on note :
+o0
Ry :z— Y fi(z) =S(z) = Su(z)
k=n+1

Alors la suite de fonctions (R, )» converge simplement vers la fonction constante nulle sur I.

On peut rencontrer des séries de fonctions qui sont indexées par n > ng.



Exemple. Etudier la convergence simple de la série de fonctions > fn dans le cas ot :
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Exemple. Etudier la convergence simple de la série de fonctions > fn dans le cas ot :
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Exemple. Etudier la convergence simple de la série de fonctions > fn dans le cas ot :
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Exemple. Etudier la convergence simple de la série de fonctions > fn dans le cas ot :
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Exemple. Etudier la convergence simple de la série de fonctions > fn dans le cas ot :
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Exemple. Etudier la convergence simple de la série de fonctions > fn dans le cas ot :
n

T

6. fn(z) = [Ty






























