4.1 Propriétés

Proposition. Si B C [ et si la suite de fonctions (f,,)nen converge uniformément vers f sur I,
alors (fn)nen converge uniformément vers f sur B.

Proposition. Si les suites de fonctions (f,)nen €t (gn)nen convergent uniformément vers f et g sur I et si
A, 1 € K, alors la suite de fonctions (Af, + gn)nen converge uniformément vers \f + pg sur 1.



4.2 Convergence uniforme sur tout segment

Définition. Soit I un intervalle de R et (f,,), une suite de fonctions I : Ket f : I — K.
On dit que (f,), converge vers f uniformément sur tout segment de I si et seulement si pour tout
segment [a,b] C I, (fn|jq,5)n converge uniformément vers fjj, 5 sur [a, b].



Exemple. Etudier la convergence uniforme sur tout segment des trois suites de fonctions :
1. fn 2 ]0,1[ > Rou fp(z) =2a"

1
2. gn : Ry = R ot gn(z) =
gu R > Rolga(e) = ——
nz si|x|<%
3. hp: R>Rouhy(z) =<1 . 1
= silz| > =
x

Remarque. La convergence uniforme sur tout segment de I n’est pas équivalente & la convergence uniforme sur I. C’est
une notion plus faible, mais on verra qu’elle pourra suffire a transmettre a la limite certaines propriétés.



Exemple.
Q_MS +2
1. Utiliser la formule de Taylor avec reste-intégral pevs—montror— ¢ — ) < In(1 +¢t) <t pour tout ¢ > 0.

2. Etudier la-senvergeneeumiforTe-sur—tout-scgment-de R de la suite de fonctions définies par :
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Transfert de continuité par convergence uniforme

Théoréme.
Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur I.
Si :
e pour tout n, f, est continue sur I,
o (fn)n converge uniformément sur I vers f,
alors :
o f est continue sur I.
Remarque.

e La convergence simple ne suffit pas pour justifier la continuité de f, comme le montre ’exemple des fonctions
fn oz €[0,1] ™

e La continuité des f, et de f ne suffit pas a justifier la convergence uniforme, comme le montre 'exemple des
fonctions fn : x € [0,1] — n®z(1 — 2%)™.
Corollaire.  Si (f,)n converge simplement sur I vers f, que les f,, sont continues sur I mais que f n’est pas

continue sur I, alors la convergence n’est pas uniforme sur I.

Raisonnement classique. Si (f,), converge simplement sur I vers f, que les f,, sont continues sur I et qu’il
y a convergence uniforme sur tout segment [a,b] de I, alors f est continue sur tout [a,b] C I donc sur I.

Remarque. Ce résultat, qui exploite le caractére local de la continuité, s’adapte aussi lorsque la convergence uniforme
est vérifiée sur une famille d’intervalles adaptés a la situation.
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6 Théoréme de la double limite

Théoreme de la double limite.

Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur I et a un point de I ou une extrémité éventuellement infinie
de I.
Si :
e pour tout n, f,(x) admet une limite finie ¢,, lorsque x — a,
o (fn)n converge uniformément vers f sur I,
alors :
o la suite (¢,),, converge vers ¢ € R,

o f(x) admet une limite lorsque = — a,

o cette limite est égale a £.

Preuve. La démonstration est hors programme. O

Remarque. On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

lim( lim fn(x)> = lim (h_r)n fn(x))

Tr—a n—-+4oo n—-+oo

qui explique le nom du théoréme. Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréme,
et masque les problemes d’existence des limites envisagées et de mode de convergence de la suite de fonctions.
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Exemple. On considére la suite de fonctions (f,), définie par :

nx2e—nm

fulz) = 1_ o

1. Déterminer la limite de f, en 0.
2. Etudier la convergence simple de (f,), sur RY.
3. Utiliser le théoreme de la double limite pour montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme sur R?.

4. Etudier la convergence uniforme de (f,), sur tout [a, +-00[, a > 0.

1- m o) 4&-‘,‘:2 Azuus‘}&qb&d.. O —n D

{,h () =

1 —nY
MmN £

A~
o ({+o-(1))
A~ (43P ro (M)

|

oM
W0

N—O

2. G b oo sife .

Sal ae Je4el fxe

A‘b \ﬁ;S\'V\&X d‘( N — &

&(M): mn e.uq-

A~e”

— O Cor M ™ z&(emm)

M0

I/at&.g
O\M-L ;r"‘ .-2, (u\-——{o

N=€ o~



% . Oe
“J(M) =0 ——» O
o QAA o R
AD:_—:«*N /dt(/(u.c
Z& U WL Y b MFP
p~ Jo .
o [ (Aol Liazle)

h. w::(
Pun Ea,ﬂfﬂCC-jO t+~ L

Vm w € Lotf—.uc

[fata-fe |- e
A-e ™"
;o Nag>>
AN
_@’Naz
S M%Z6FM%
" A- et
i_q.
m“'b
I
l
(
: S
2 9



(N

% |0 = 4O
Y 2
h’—
|© o
b -2
m- e
e LWl 2 W7 s, e
~Q
1- €
— 3 O
an—{~

Co 4L
O A
Jome lov e e w:(m mn Aok [a 4o (cfoanl

1

> 4.



7 | Dérivation

7.1 Limite d’une suite de fonctions de classe C!

Théoréme de dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions.

Soit (fn)n une suite de fonctions définies sur [ intervalle.
Si:
« pour tout n, f, est de classe C! sur I,
e (fn)n converge simplement sur I vers f,
« la suite des fonctions dérivées (f} ), converge uniformément sur I vers une fonction g,
alors :
o f est de classe C! sur I,
o f'=g.
Remarque.

e On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

d . . d
I (ﬂﬁ; f"(m)) = tim (af"“))

qui explique le nom du théoréme. Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréme,
et masque les probléemes d’existence des limites et dérivées envisagées.

o La convergence uniforme de (f,), n’entraine pas la dérivabilité de la limite.

e Comme la dérivabilité est une propriété locale, on peut remplacer I’hypothése de convergence uniforme sur I
de (f),)n par I’hypothése moins forte de convergence uniforme sur tout segment de I, ou d’autres intervalles
adaptés a la situation.

Exemple. Etudier la convergence et la dérivabilité de la limite de la suite de fonctions définies par :
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7.2 Extension aux fonctions de classe C*

Théoreme.
Soit (fn)n une suite de fonctions définie sur I intervalle, et k € N*.
Si:
« pour tout n, f, est de classe C¥ sur I,
o pour tout 0 < j<k—1, ( fT(Lj ))n converge simplement sur I vers une fonction g;,
o la suite ( f,(Lk))n converge uniformément sur I vers une fonction g,
alors :
o la limite simple go de (f,)n est de classe C* sur I
o pour tout 1 < j <k, g(()j) = gj.
Remarque.

o On peut symboliser la conclusion de ce théoreme par :

k
;?( lim fn(z)

n—-+4oo

k
i (k@)

qui explique le nom du théoreme. Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréeme,

et masque les problemes d’existence des limites et dérivées envisagées.

Comme la dérivabilité est une propriété locale, on peut remplacer I’hypothése de convergence uniforme sur I

des ( f,sk))n par I’hypothése moins forte de convergence uniforme sur tout segment de I, ou d’autres intervalles

adaptés a la situation.

o Pour montrer que go est de classe C*°, on montre la convergence simple de (fn)n et la convergence uniforme de

toutes les (fﬁj))n, pour j > 1.
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8 Théoremes d’approximation uniforme

8.1 Approximation par des fonctions en escalier

Théoréme.

Toute fonction continue (par morceaux) sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une suite
de fonctions en escalier.




8.2 Approximation par des fonctions polynomiales

Théoreme de Weierstrass.

Toute fonction continue sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une suite de fonctions
polynomiales.

Remarque. On parle ici de fonctions numériques (& valeurs dans R ou C). L’hypothése de continuité est importante,
celle de segment aussi.







































