Q:w wo 620-4/ 620.2

TIPE

3 Matrice comme représentation d’application linéaire

3.1 Matrice d’application linéaire

Définition. Soit E, F' deux espaces de dimensions finies p et n respectivement, munies des bases B = (eq,....¢ep)

et C=(f1,...,fn). Soit u € L(E). On appelle matrice de u relativement aux bases B et C :
ayy ... ayp
Mat(u, B,C) = : : € M,p(K)
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ou, pour tout j € {1,...,p}, (a1j,...,an;) est le n-uplet des coordonnées de u(e;) relativement a la base C.

Remarque. Dans une matrice d’application linéaire, on exprime en colonne les coordonnées des vecteurs u(e;) en
fonction des vecteurs fi.
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Théoreme.

Avec les mémes notations, on B et C sont des bases fixées de E et F respectivement :

¢: L(E,F) = Mpy(K)
u +  Mat(u,B,C)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels

Théoréme.

Avec les mémes notations, ou B est une base fixée de E :

¢: LIE) = M,(K)
u + Mat(u, B)

est un isomorphisme d’algebres, qui induit un isomorphisme de groupes entre (GL(E),0) et (GLn(K), x).

Proposition. Avec les mémes notations, et en notant X = Matp(z), ¥ = Mate(y), et M = Mat(u, B,C), on a :
y=uz) <= Y =MX
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3.2 Théoréme du rang matriciel

4
Définition. Le rang d’une matrice A, ¢’est la dimension de Im A, c¢’est-a-dire le rang de la famille de ses colonnes.
Proposition. Soit A € M,,,(K). Alors :

rg(A) + dimKer A =p  (le nombre de colonnes de A)

Théoréeme.

Soit A € M,,(K). Alors :

rg(4) + dimKer A =n
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3.3 Retour sur la matrice de passage

Proposition. Soit B et B’ deux bases de E, et P la matrice de passage de B vers B’. Alors :

P = Mat(Idg, B, B)

Corollaire. L’inverse de P est la matrice de passage « dans 'autre sens » :

Pass(B — B')~! = Pass(B' — B)
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4 Formules de changement de base

Remarque. Toutes les formules de changement de base doivent étre connues sous la forme « expression dans I’ancienne
base » en fonction de I'« expression dans la nouvelle base ».

4.1 Changement de base pour un vecteur

Théoréme.

Soit E un espace vectoriel muni des bases B et B’. On note P = Pass(B — B').
Soit # € E un vecteur. On note X = Matg(z) et X' = Matp (x). Alors :

X =PX'
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4.2 Changement de base pour un endomorphisme

Théoréme.

Soit E un espace vectoriel muni des bases B et B’. On note P = Pass(B — B').
Soit u € L(E) un endomorphisme. On note A = Mat(u, B) A’ = Mat(u, B"). Alors :

A=pPAP!
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4.3 Changement de base pour une application linéaire

Proposition. Soit E un espace vectoriel muni des bases B et B’. On note P = Pass(B — B').
Soit F' un espace vectoriel muni des bases C et C’. On note Q = Pass(C — C').
Soit u € L(E, F) une application linéaire. On note A = Mat(u, B,C) A’ = Mat(u, B',C"). Alors :

A=QA'P!
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5 Matrices sembables

Définition. Deux matrices A, B € M,,(K) sont semblables si et seulement s'il existe P € GL,(K) telle que :

A=PBP!

Theorem

ﬁeux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans des
bases différentes, c’est-a-dire :

JE espace vectoriel , Ju € L(E), 3B, B bases de E t.q. A = Mat(u, B) et B = Mat(u, B")
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6 |Trace d’une matrice

Définition. La trace d’une matrice carrée est la somme de ses coefficients diagonaux :
n
t.r(A) = E i
i=1

Proposition.

o tr est une forme linéaire sur M,,(K).
P A, B tell AB et BA t é A,G E(mw(“()
o Pour A, B telles que e sont carrées :
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Corollaire. eux matrices semblables ont la méme trace.
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Définition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et u € L£(E). On appelle trace de u la trace de toute
matrice représentant w.

sition. tr est une forme linéaire sur £(E) vérifiant, pour tout u,v € L(FE) :

tr(uowv) =tr(vowu)

Proposition. La trace d'un projecteur est égale a son rang.
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Proposition. La trace d'un projecteur est égale a son rang.
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Sous-espaces stables

Sous-espaces stables par un endomorphisme

Définition. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, et w € L(E). On dit que F' est stable par u si et seulement

siVae € F, u(z) € F.

Remarque. On peut écrire u(F) C F, en utilisant la notion d’image directe d’un ensemble par une application. L’intérét
de cette notion vient surtout du fait que I'on peut alors donner la définition suivante :

Définition. Soit u € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. On peut définir :

uF:F—>F

qui en un endomorphisme de F', appelé endomorphisme induit.

Remarque. Ce n’est pas exactement la restriction de u a F, puisque le but aussi est réduit a F.
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Proposition. Si F et (G sont deux sous-espaces vectoriels de E stables par u, alors F + G et F N G sont aussi
stables par u.
Théoréme.

Soit u et v deux endomorphismes de E qui commutent. Alors Keru et Imu sont stables par v.

|

Corollaire. Soit u et v deux endomorphismes de E qui commutent. Alors pour A € K, Ker(u—AId) et Im(u—AId)
sont stables par v.
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7.2 Stabilité et matrices par blocs

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension n, F un sous-espace vectoriel de dimension p. Soit
B = (e1,...,ep,€pt1,...,€n) une base de E adaptée a F. Soit enfin v € L(E). On a la caractérisation
suivante :

F est stable par u si et seulement si la matrice de u dans B est triangulaire supérieure par blocs :

(@ ¢)

ol A € Mp(K) est la matrice de 'endormophisme induit w .
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Proposition. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie, F1,..., F, des sous-espaces vectoriels tels que

P
E =@ F,. Soit u € L(E).
=1
Les F; sont tous stables par u si et seulement si la matrice de u dans une base B = (By,...,B,) adaptée a
la somme directe est diagonale par blocs :

A0 0
0 A

0
0 0 A,

ot A; € M, (K) est la matrice de 'endomorphisme induit ug, .

Corollaire. Soit E un espace de dimension finie n, de base B = (e1,...,e,). Soit u € L(E) un endomorphisme
laissant stable les n droites vectorielles F; = Vect(e;). Alors, la matrice de u dans la base B est diagonale :

)\1 () 0
0 A :
ST
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ou chaque \; € K.
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