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Complements suv les matvices

'Je me souviens

1. Qu'est-ce qu'une matrice ?
2. A quoi ca sert ?

3. Qu'est-ce que la matrice d'un vecteur ? d'une famille de vecteurs? d'une application linéaire ?
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4. Y a-t-il un isomorphisme entre les applications linéaires et les matrices ?
5. Qu'est-ce que l'application linéaire canoniquement associée a une matrice ?

6. Que sont I'image et le noyau d’une matrice ?
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7. Qu'est-ce que le rang d’'une matrice ?
8. Qu'est-ce que la transposée d’une matrice ?

9. Qu'est-ce que la trace d’une matrice ?
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1 Matrice comme tableau de scalaires

1.1 Structure d’espace vectoriel de M., (K)

Proposition. Soit n,p, ¢ des entiers. L'application M,,(K) x Mpqe(K) —  Mypq(K) est bilinéaire.
(A,B) — AxB

(AAHA@);(C = /\prc'l-TL@C
A ()\ﬂ,«f—'u\C) = AL+ PA'C—
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Proposition. (an(lK)+, -) est un K-espace vectoriel. Il est de dimension finie np.
Définition. La base canonique de M,,,(K) est (E;;j)i1<i<n ou les coefficients de E;; sont tous nuls, sauf celui
1<jsp
de la i-éme colonne, j-éme ligne qui vaut 1.

Remarque. Ainsi, pour A = (aij)i1<i<n, on a :
—_— 1<53p

A= E a,;]'E,‘j
1<ign
1<5<p

Proposition. Si les dimensions des matrices sont compatibles, par exemples pour des matrices carrées, on a :

E;; x Epp = 01 E;
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Proposition. (M,,(K),+, x, ) est una algébre, non commutative et non intégre.
Proposition. (GL,(K), x) est un groupe, non commutatif.

ﬂ
Remarque. Il/fest remarquable que, pour une matrice carrée, I'existence d’un inverse a droite ou a gauche soit équivalent

a l'exist¢nce d’un inverse.
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1.2 Opérations par blocs

1.2.1 Les blocs-colonnes, les blocs-lignes

Exemple. Calculer le produit :

1 Y 2 3
T2 Y2 22 -2
T3 Y3 23 1

Proposition. Si C' est une colonne, le produit AC est une colonne, combinaison linéaire des colonnes de A.
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Proposition. Si A et B sont des matrices telles que le produit AB est compatibles, on a :
AB = (AB,|---| AB,)

ou By,..., B, sont les colonnes de B.

f &
A~’1 "“A'm é/l "‘@n

—

Proposition. Si A et B sont deg/matrices telles que le produit AB est compatibles, on a :

A B
AB = :

A, B

ou A /.., A, sont les lignes de A.



1.2.2 Matrices par blocs

Considérer une matrice par blocs, c¢’est regrouper des coefficients adjacents dans la matrice en blocs de sous-

matrices.
1 -1 0

Exemple. La matrice M = (1 1 0| peut étre vue par blocs en regroupant :
0 0 2

en notant A = (

O |



Définition. Pour 1 <i < net 1< j < p, on considere des matrices :
Aij € Mpp,(K)

et on note N =ny +---+ny, P=p; + -+ p,. On définit alors la matrice par blocs :

Ay - Ay
A= | © | € Myp(K)
Anl e Anp
Définition. En conservant les notations précédentes, on dit que A est : AM (D )
—

« diagonale par blocs lorsque pour tout i, n; = p; et, pour tout ¢, 5 :
( ‘
wwn
« triangulaire supérieure par blocs lorsque pour tout i, n; = p; et, pour tout 4, j :
1> = Aij =0

Remarque. Une matrice diagonale par blocs (resp. triangulaire par blocs) n’est pas, en général, diagonale (resp.
triangulaire).

Exemple. La matrice précédente est diagonale par blocs.



Combinaisons linéaires de matrices par blocs. Soit A et B deux matrices par blocs de dimensions compatibles
pour les combinaisons linéaires :

Ap 0 Ag By, -+ By
A=| Dl etB=| : :
App - A"P Bnyo - BnP
ou pour chaque (z,j) A;; et B;; sont de méme dimension, dans M,, . (K).
Alors, pour tout A\, € K, on a :
/\A11+[lB“ /\A1p+/LBlp
A +pB = :
)‘Anl + I-LB-nl o /\An,p + [.I.Bnp

Remarque. Ainsi, lorsque les blocs sont compatibles, les combinaisons linéaires se font bloc par bloc.



Multiplications de matrices par blocs. Soit A et B deux matrices par blocs de dimensions compatibles pour
la multiplication :

An - Ay Bu -+ By
A=| co|etB=| E
Ay - Ay B, -+ B,
ou pour chaque (i, j, k), Aix € My, (K) et By € My, , . Alors le produit AB s’écrit par blocs :
Cn - Oy
aB=| s
Cni ++ Chng

P
ou Cj; = Y Ay By, pour tout i, j.
k=1
Remarque. II importe, avant d’envisager un produit par blocs, de bien vérifier la compatibilité pour le produit des
dimensions des différents blocs.

Corollaire. Le produit de deux matrices diagonales par blocs (resp. triangulaires supérieures par blocs) est une
matrice diagonale par blocs (resp. triangulaire supérieure par blocs).



2 Matrice comme représentation d’un vecteur, d’une famille de vecteurs

Définition. Soit E un espace vectoriel de dimension n, B = (ej,...,e,) une base de E. Pour tout 2 € E, on
note (zy,...,2,) € K" ses coordonnées dans B. On appelle matrice de = relativement a la base B la
matrice :

&I

X =Matg(z) = | : | € Mni(K)

In

Remarque. B étant fixée, application x — Mat(z) est un isomorphisme entre E et M1 (K).
xr

Remarque. L’application (z1,...,2,) .| est un isomorphisme entre K" et M, (K).



Définition. Avec les méme notations, ou B est fixée, on considere (xq, ..., xp) € EP une famille de p vecteurs.

Pour j € {1,....p}, on note (xy,...,2,;) € K" les coordonnées de x; dans B. On appelle matrice
de (z1,...,z,) relativement a la base B la matrice :
ryr ... Ty
Matg(z1,...,zp) = | - C] € Myp(K)
Tpl .- Lnp
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Proposition. Avec les méme notations, ot B est fixée, on considere (f1,..., fn) € EP une famille de n vecteurs.
Pour j € {1,...,n}, on note (aij,...,an;) € K" les coordonnées de x; dans B. La matrice de (f1,..., fn)

relativement & la base B est la matrice :

all . Aln
P =Matg(fi,...,fn) = : : € M, (K)
Apy ... Apn
B = (f1,..., fn) est une base de E si et seulement si P est inversible.

Dans ce cas, P est la matrice de passage de '« ancienne » base B & la « nouvelle » base B’.

Remarque. Dans une matrice de passage, on exprime en colonne les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base en
fonction des vecteurs de I'ancienne base.
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