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21. Que signifie uov =07
22. Qu’est-ce qu'une homothétie ?

23. Que dire a propos des projecteurs ? des symétries?
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1 Produit et somme d’espaces vectoriels

1.1 Produit d’espaces vectoriels

Définition. Soit Fq, ..., E, des espaces vectoriels sur K. On appelle produit (cartésien) des e.v. 'ensemble :
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Proposition. Muni de ces deux opérations, [] E; est un K-espace vectoriel.
TTOpPoOsSition 1L

p
Proposition. Lorsque Ei,..., E, sont de dimensions finies, notées respectivement ny,...,n,, alors [] E; est
i=1

P
de dimension finie, et sa dimension est Y n;.

Exemple. K est un espace vectoriel de dimension 1 sur K. K? est un espace vectoriel produit sur K, de dimension p.
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1.2 Somme de sous-espaces vectoriels

Définition. Soit Fi,..., F), des sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme des sous-e.v. ’ensemble :

P P
F1+~-~+FP=ZF1={:C€Et.q. Iz, -, xp) € F1 X - X Fp, sz:cl}
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Lemme. La somme de sous-espaces vectoriels de F est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition. Avec les mémes notations, on a :

P P
Z F, = Vect (U F)
=1 =1
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1.3 Sous-espaces vectoriels en somme directe

Définition. Dans le contexte du paragraphe précédent, on dit que les F; sont en somme directe si et seulement
Si:

V(x1,...,2p) EF X X Fp, 21+ +2p,=0 = z1=---=2,=0

P
Dans ce cas, pour indiquer que les F; sont en somme directe, on modifie la notation, et on note € F; pour
i=1
- p
désigner Y F;.
i=1

Remarque. (a signifie que la seule fagon de construire Og comme somme de vecteurs des F; est de I’écrire comme
somme de OF;.

Remarque. Dans le cas de deux sous-espaces vectoriels, on peut vérifier que cette proposition est équivalente & F1NFy =
{0g}. Mais ¢a ne se généralise pas au cas de plus de deux sous-e.v.
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Théoreme.

En conservant les notations précédentes, les F; sont en somme directe si et seulement si tout vecteur x

P
de > F; se décompose de fagon unique selon les Fj, c’est-a-dire :
i=1

P P
VmeZFi, M(z1,...,2p) € F1 X -+ X Fp t.q. $=in
=il

a=ll!

P
Remarque. Lorsque x € Y F;, il peut s’écrire x = x1 + - - - + x,. On dit que I'on a écrit une décomposition de x selon
- i=1

P
> F;. Si les F; sont en somme directe, cette décomposition est unique. On parle alors de la décomposition de x
i=1

P
selon @ Fi;.

i=1

Remarque. On trouve parfois la définition — équivalente, mais peu utile en pratique — de sous-espaces en somme directe :

Vie{l,....p}, Fin (EP:F,) = {0}

=1

<.

Bon, ¢a vaut le coup d’y réfléchir un peu quand méme, par exemple en petite dimension.
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1.4

Projecteurs associés a une décomposition de £ en somme directe

P P
Proposition. Si E = @ F;, on peut définir, pour tout ¢, le projecteur p; sur F; de direction @ Fj. Alors :

i=1 k=1
k#i

P
Idp =) p; et,pouri#j, piop;=0
i=1

fleo.



1.5 Sommes directes et bases

On conserve les notations précédentes, et on se place dans un espace de dimension finie.
Proposition. Soit By, ..., B, des bases respectives de Fi, ..., F,. On note B = (By,...,,) la concaténation de
ces p bases.

p
Si les F; sont en somme directe, alors B est une base de @ F;, dite adaptée a cette somme directe.
i=1

On peut proposer une « réciproque » a la proposition précédente, que ’on appelle décomposition en somme

directe obtenue par fractionnement d’une base :

Proposition. Soit 5 une base de E. Si on organise et regroupe les vecteurs de B de fagon a écrire B = (By, ..., B),
alors :

P
E= @ Vect(B;)
i=1
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Théoreme.

Soit F1,. .., F, des sous-espaces vectoriels de dimension finies de E. Alors on a :
P P
dim (D F) <Y dmF,
i=1 =1
vec égalité si et seulement si les F; sont en somme directe.
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1.6 Cas de deux sous-espaces vectoriels, espaces supplémentaires '{ Oanet

Définition. Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont dits supplémentaires dans F si et seulement si
E =F @ G, cest-a-~dire :

F et G sont en somme directe

{E:F—l—G

Exemple. Montrer que S,,(R) et A, (R) sont supplémentaires dans M, (R).

Exemple. On note 7,7 (R) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures a coefficients diagonaux nuls.
Montrer que S, (R) et 7,7 (R) sont supplémentaires dans M., (R).

Rappel. Caractérisation par décomposition unique.
En dimension finie, caractérisation utilisant un argument de dimension.
En dimension finie, caractérisation utilisant des bases.

Définition. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n et F' un sous-espace vectoriel de F de dimension p.
On appelle base de E adaptée a F toute base de E obtenue en complétant une base de F' en une base
de E.

Remarque. Une telle base existe toujours par le théoréme de la base incompléte.

Rappel. Projecteurs et symétries ont été étudiés en premiere année.
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