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Z/nZ

Congruences

3eZ kb booikn

Définition. Soit n € N*. Pour a,b € Z, on dit que a est congru & b modulo n si et seulement si n | b — a.
On note a = b [n] ou parfois a = bmod n.

Définition

Proposition. La relation de congruence modulo n est un relation d’équivalence sur Z.

Compatibilité avec les lois

Proposition. Soit n € N*, a,b,¢,d € Z. On a alors :

a="b[n] _
¢=dn] } = a+c=b+d|n]
a=bn] _

c=dn] } = ac = bd [n]

Corollaire. Si a = b [n], alors pour tout k € N, a* = b* [n].

Exemple. Justifier le critere de divisibilité par 3 : la somme des chiffres dans I’écriture en base 10 est divisible
par 3.
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1.3 Le petit théoréme de Fermat

Petit théoréme de Fermat.

Soit p un nombre premier, a un entier non multiple de p. Alors :

aPl=1 [p]
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2 L’anneau Z/nZ

2.1 Complément : ensemble quotient

Définition. Soit X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X. Pour x € X, on appelle classe
d’équivalence de z pour la relation R, et on note 7, I’ensemble des éléments y € X tels que yRx :

Yy ET < YRz

Proposition. Si y € 7, alors ¥ = Z. On dit que y est un représentant de la classe d’équivalence 7.

Proposition. Les classes d’équivalences pour R forment une partition de X : elles sont non vides, deux a deux
disjointes et leur réunion est X.
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2.2 L’ensemble 7 /n7Z

Définition. Soit n > 2. On note Z/nZ ’ensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n.

Exemple. Pour n =2, 0on a :
7/27 ={I,P} ={0,1}

Proposition. Soit n > 2. L’ensemble”Z /nZ est un ensemble & n élément, que I'on peut décrire ainsi :

Z/nZ ={0,1,...,n—1}
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2.3 Structure d’anneau

Rappel. Pour n > 2, il existe une unique loi de groupe sur Z/nZ, encore notée +, pour laquelle I'application
k — k soit un morphisme de groupes, i.e. :

Z'—"ZZ'AZ Va,beZ, a+b=a+b

Remarque. Si I'on considére x,y € Z/nZ et que I'on veut parler de x + y, on envisage donc a,b € Z qui sont des

représentants des classes d’équivalence z et y : @ =z et b =y. Alors :

r+y=a-+b

Proposition. Pour n > 2, il existe une unique loi interne sur Z/nZ, notée X, pour laquelle I'application :

z /nZ
k

>N

_>
—
vérifie : B

Ya,be€ Z, axb=axb
Alors (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif, dont I'unité est 1.

mple. Dresser la table d’addition de Z/5Z.
Dresser la table de multiplication de Z/5Z, de Z/6Z.

Remarque. Notons bien que :

Z - Z/nz
E — k

est un morphisme surjectif de I'anneau (Z,+, x) sur anneau (Z/nZ,+, X).
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2.4 Calcul dans Z/nZ

Remarque. On travaille dans Z /nZ, oun > 2.
Pour k,a € Z, que représentent :

Exemple. Est-ce que l'écriturestivante, dans "anneau Z/17Z, a du sens?

Bx3)*t=5

n particulier, si on définit :
f:Z/nZ —

on peut vouloir écrire a — f(a), c’est-a-dire définir f(x) en utilisant un représentant de x. Mais il faut bien justifier
qu’alors, la définition est indépendante du choix du représentant :

a=b = f(a)=f(b)

/@:7‘ :7‘; = Z—F;‘f‘; 'f—c-m""‘:'(_g"‘_;
I
7‘@ = Atatatad+a 4+Aa A
/

?’Z:_ + X a

Exemple. Est-ce que l’écrituysﬁfvénte, dans 'anneau Z/17Z, a du sens?
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Exemple. Résoudre, dans Z/11Z, I’équation :

i eZ/M’Z
Vme: . = 2:
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Exemple. Résoudre, dans Z/31Z, I’équation :
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Exemple. Discuter, suivant les valeurs de a € Z/13Z, le nombre de solutions de 1’équation :

:c2+:c+a=6
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Proposition. Pour p premier, calculer Card(A) ou :

A= {IQ, x € (Z/pZ)*}



3 Inversibles de Z/nZ

Théoréeme.

Soit n entier, n > 2. Les éléments inversibles de (Z/nZ, +, x) sont les classes k ou k € {0, ...,
premier avec n.

n—1} est

Remarque. Ce sont les générateurs du groupe cyclique (Z/nZ,+).
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Définition. On note ¢(n) le nombre d’inversibles de (Z/nZ,+, x) :

@(n) = Card ({k € {0,...,n -1}, kAn=1})

¢ s’appelle I’indicatrice d’Euler.

Remarque. On convient que ¢(1) = 1.

Pl = Gt ((Z2)")



Théoréme.

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(4) (Z/nZ,+,x) est un corps;

(#4) (Z/nZ,+, x) est un anneau integre ;

(79t) n est premier.

Notation. Pour p nombre premier, on note [, le corps Z/pZ.

Precs:
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’ﬂ»g Z/MZ nw'el 7«@ Afmﬁbu.

Théoréme d’Euler.

’Soit n>2. SiaAn=1,alors a?™ =1 [n].

Remarque. Lorsque n est premier, on reconnait le petit théoréme de Fermat.
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4 |Le théoréme chinois

4.1 Présentation du probléeme chinois

Exemple.

1. Déterminer une relation de Bézout entre 14 et 25.

2. Déterminer x1 et x5 dans Z tels que :

MMZJ'J Aport {:cl =104 {zg = D14

z1 = 0 [25)] zy =4 [25]
erl

3. Utiliser 1 et x5 pour déterminer une solution du systeme :
x =2 [14]
x =3 [25]

4. Déterminer toutes les solutions du systéme précédent.
Remarque. Pourquoi le systéme :

x = 2 [26]
{x =3[38]

n’a pas de solution ?

P /(x@
3 — Ax (41 - 3%x2)

\)

— 41 + L x|2

)

~ A1 b (AU aa)

\!

LxAl — Sxan



= hrdu - $(25-14)
'.:—-g% Z,'S‘ -+ 9;(’(14

Ve A= =S x2S +DrAY

2. Déterminer x; et x5 dans Z tels que :

Amz;uf Apert {a:l =114 {x2 = D14

1 = 0[25] 5 EJQ [25]

erl
3. Utiliser z; et x5 pour déterminer une solution du systéme :

z =2 [14]
z = 3 [25)]

4. Déterminer toutes les solutions du systeme précédent.
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4.2 Structure d’anneau produit

Définition. Soit (A, +,%) et (B,+,*) deux anneaux. On définit ’anneau produit en munissant le produit
cartésien A x B des lois :

—

a,b) + (a/,0)) = (a+d’,b+ V)
(a,b) x (a’,b') = (a*xa’,bxb)

Proposition. Muni de cette structure, A x B est un anneau.

Remarque. On peut étendre cette définition et cette proposition au cas d’un nombre fini d’anneaux.



4.3 A propos de la notation

Remarque. Pour a € Z, on note a I’élément de 7 /nZ qui est la classe de a. Mais si on travaille a la fois dans Z /nZ et
Z/mZ, la notation devient ambigué.

Notation. Pour n > 2 et a € Z, on note :

(amodn) ou [a],

la classe de a modulo n, que I'on note aussi @ lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Exemple. Préciser le diagramme de ’application :
¢ : a+— (amod 14, a mod 25)

Est-ce un morphisme d’anneaux ?
Quel est son noyau ?



4.4 Le théoréeme chinois

Théoréme chinois.

Soit m,n entiers > 2, premiers entre eux. Alors I'application :

aw’ Z/mnZ — Z/mZ X Z/nZ
amodmn +— (amodm,amodn)

est correctement définie, et est un isomorphisme d’anneaux.

Remarque. Si 'on dispose d’une relation de Bézout :
mu+nv =1

Pisomorphisme réciproque est :
(amod m,bmod n) — (anv + bmu mod mn)

lrece:

—
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Corollaire. Soit m, n entiers > 2, premiers entre eux. Alors le systéeme de congruences :

{J;Ea[m]
x=0bn]

admet au moins une solution xy € Z.
L’ensemble des solutions est xg + mnZ.

Me: % sl o %[%]M = [0
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Généralisation. Soit nq,...,ny entiers > 2, deux a deux premiers entre eux, alors :

Z/(ny...nkp)Z — Z/mZ X - X Z/niZ
amodn;...np + (amodni,...,amodny)

est correctement définie, et est un isomorphisme d’anneaux.

Exemple. Résoudre le systeme de congruences :
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5 | Indicatrice d’Euler |

Rappel. Pour n > 2, ¢(n) désigne le nombre d’inversibles de (Z/nZ,+, x), ou encore le nombre d’entiers
premiers avec n parmi {0,...,n — 1}, ou encore le nombre de générateurs du groupe cyclique (Z/nZ,+).

Théoréme d’Euler. Soit n entier, n > 2 et a € Z. Si a est premier avec n, alors a?™ = 1 [n].

Corollaire (petit théoréme de Fermat). Soit p un nombre premier. Pour tout a non multiple de p, a?~* = 1 [p].

Théoréme.

Soit m,n € N*. Si m et n sont premiers entre eux, alors :

p(mn) = p(m)p(n)
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Proposition. Si p est premier et &k € N*, alors :

p(pF) =pF —pF?
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Théoréeme.

Soit m > 2 un entier. On a :

p premier

Exemple. Calculer ¢(36).
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