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Groupes cycligues
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1 |Sous-groupe engendré par une partie

Définition. Soit (G, ) un groupe et A une partie de G. On appelle sous-groupe engendré par A le plus
petit sous-groupe H de (G, *) qui contient A.

Remarque. On note (A) le sous-groupe engendré par A, mais cette notation n’est pas dans le programme officiel.

Description du sous-groupe engendré par A. Soit G un groupe noté multiplicativement. (A) est I’ensemble
des éléments de G qui s’écrivent sous la forme :

€ n
ai'...ay

oun €N, ay,...,a, € A, €1,...,6, = 1.

Proposition. Les sous-groupes de Z sont les aZ = (a), ou a € N.



Interlude : le groupe (Z/nZ,+)

Proposition. Pour n € N, la relation de congruence modulo n sur Z est définie par :

a=bln] < a—-benzZ
<~ nla—"

C’est une relation d’équivalence. =) 9£ el ({ A= Lbaw '&

Proposition. Pour n > 2, il existe une unique loi de groupe sur Z/nZ, encore notée +, pour laquelle ’application
7 : k> k soit un morphisme de groupes, i.e. :

Va,beZ,a+b=a+b
De plus, Ker 7 = nZ.

T (Z4)—— Bz b=

4«_(_—;@

Générateurs de Z/nZ.

Soit n entier > 2. Sont équivalentes :
(1) Z/nZ = (a)
(i7) il existe k € N tel que ka =1

(t41) ann =1

Comment définir un morphisme Z/nZ — G.
Soit n entier > 2,et 7 : Z — Z/nZ .
k — k
Si G est un groupe et f : Z — G un morphisme de groupes, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(¢) il existe un morphisme g : Z/nZ — G tel que f =gom
(#1) nZ C Ker f

Remarque. Ainsi, pour définir un morphisme de groupe Z/nZ — G, on définit un morphisme de groupe Z — G dont
le noyau contient nZ, et on « passe au quotient ».
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Groupes monogenes et groupes cycliques

Définition.
o Un groupe G est monogéne s’il existe € G tel que G = (z). On dit que z est un générateur de x.

e Lorsque G est un groupe fini et monogene, on dit que c’est un groupe cyclique.

Exemple.
e (Z,+) est monogene, engendré par 1 (et par —1).
e Tous les sous-groupes de Z sont monogenes.
o (Z/nZ,+) est P&grio‘lgine. Ses générateurs sont les k, ol k est premier avec n.
2ikn

e (Up, x) est lmonogéne. Ses générateurs sont les e = , ol k est premier avec n.
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Proposition. Soit (G, ) un groupe et 2 € G. Alors :

(x) = {zF, k ez}

Ainsi (z) =Imgp, ol ¢, : Z — G .
ko
Lu> = A&, ke
= = T . Z — G
! LR

Théoréme.

Tout groupe monogeéne (x) est isomorphe :
e soit & (Z,+), lorsque Ker ¢, = {0} ;

e soit & (Z/nZ,+), lorsque Ker ¢, = nZ.

Remarque. Dans le second cas, n = Min{k € N°, o* = c}.
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Ordre d’un élément dans un groupe

Définition. Soit (G,*) un groupe dont le neutre est noté e, et x € G. Lorsque () est fini, on dit que = est
d’ordre fini et on note :

ord(z) = Min{n € N*, 2" = e}
lordre de x.
Remarque.
e ord(z) =n < Kery, =nZ

e Si(z) est infini, on convient parfois que x est d’ordre infini.
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Exemple. Quel est l'ordre de 1 (resp. de 12) dans 7/427 ?
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Proposition. Avec les notations précédentes, lorsque x est d’ordre fini n, on a :

f=e <= nlk
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Théoréme.

Avec les notations précédentes,
ord(z) = Card ((z))

Corollaire. Si G est un groupe fini, alors tout z € G est d’ordre fini.
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Théoréme.

Soit G un groupe fini, et x € G. Alors :
ord(z) | Card(QG)

c’est-a-dire que x°4¢ = ¢,

Corollaire. Tout groupe fini dont le cardinal est premier est cyclique, et engendré par chacun de ses éléments
différent du neutre.
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