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Calcul différentiel

Vecteurs tangents a une partie d’un espace normé de dimension finie

Définition. Soit X une partie non vide de FE et x € X.
On dit quun vecteur v € E est tangent & X en z lorsqu’il existe € > 0 et un arc v : |]—¢,e[— E, &
valeurs dans X, dérivable en 0, et tel que v(0) = x et v/(0) = .
On note T, X 'ensemble des vecteurs tangents & X en z.




Exemple. Pour X est un ouvert de E et x € X, déterminer 7,,.X.
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Exemple. Pour X = a + F sous-espace affine de E et z € X, déterminer T, X.

e
94/

.
X/ /L"@}x

0-\\
/ 5 s Y-yt

F
hooti
Cab v e (T.;l)(
Dac Fgso Dy: )-EEL —> X E
£ — %lr)

5 FoyleX
X{O’) = W
X‘(O):.'U’

b/qo) et b @*««:&/ o /(»ro/ Ae /{E(b’m'b"“)

Yre )-5 €[1
i‘&- (ylel-y6) ) = % (&J—Q/U’J-a).— a - (y)-0) |
5 (g

N\

EF EF
r fHIEX wr ylol=w € X

éF m-Fst&/'W—CL_



o— F ot o da din- '&w’e{ o(wc-”/"(éf\—i

Aﬂ*(r J:ZA @Ln&u/ b/‘(O) e
bise T X cfF

%tm
St v EF "

/_,\ ] .
/ \of\m

frass
A —> ntbv
(aw /rwwzl& b potn femanl gor %
0{1“’\'%&‘4 /’ofN')
o YECL Y(H = e bo-

- &k + ('7{-—-&)—\—%0-
—— —

YRS
a X
o xlo) = «
e b"'(o)x’lf"



g
LK e ol o weidb gor AR

o

veT, X = YAER A€ ToX

Sl & T, X, X

Y FAA g >0 b»:')—%,?[ — E
s
H ylr e X, ()=, Y=

A — y (XE)
W:/ (e(p):_x()se)ex
Lf(o):x(o):u
Y o= Ay (A
¢ (0 = Ay (k)
[
duac LFCO):/\. b//(°): /\"\f"



Exemple. Lorsque E est euclidien, X = S(0,1) la sphére unité et = € X, déterminer T, X.
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Exemple. Pour E = R3, X graphe d’une fonction numérique f : R? — R différentiable sur un ouvert U et

m € X, montrer que 7,,X est un plan vectoriel.

1 4

('k°/ P )

ool : Soib € T, X
foc 350 D Y5, e 0 — R
b\ yle X
ylo)= ™
¥'(0) > v
b wle ) = (20, u (), 3
o Y J(H=4(aln,y) &= ylHex
bof W y(e) = (e, ylo, Jluth ge)
(J.ic
Y (P= (W0, u(h, %'(Hg,f(u(ﬂ,g () +3‘(v)o%c-(um,3w)>



4
S - © 4
iy el (o

On o
y: € /——>(>co+o<ﬂ“/3o+/%/ f(’lo’f"l‘/'av’"(l*))
Ut contide (0,9
foe y o it A V-8, 2T por € oy qetik
Yy e X
B IO (PRI (W [P



1 ! .
R AUEICAVE S IO S-IC0)
A.:y\c bf('a\: AV

U T X st o b fl vecls oVloam

———



Théoreme.

Saedvos da X
al

Soit g : E — R une fonction numérique de classe C* sur yn ouvert U. On considére ’ensemble :

X ={xeU, g(x) =0}
Siz e X et dg(z) # 0z(m,r), alors :
T, X = Ker (dg(z))

C’est un hyperplan, comme noyau d’une forme linéaire non nulle.
Al

Coyollaire. Lorsque FE est euclidien, la différentielle peut étre représentée par le gradient :
Siz e X et Vg(z) # 0g, alors :

T.X = (Vg(x)) "

C’est un hyperplan, et Vg(z) en est un vecteur orthogonal.
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Exemple. Dans R?, déterminer 1'espace tangent en un point & l’ensemble :

X ={(z,y), 2> +y*—-1=0}
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X = {(,,2), 2 49
,y,Z),.Z’ +y _Z2+1:0}



o & (4, 0)
Exemple. Dans R?, déterminer I’espace tangent en (0, 0) & I"ensemble :

X = {(x,y), y2 - 4(1 - 1;2)3:2 = O}
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Optimisation
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1.3 Optimisation sous contrainte

Présentation. Soit f : F — R une fonction de classe C' sur un ouvert U.

Soit g : E — R une fonction de classe C*, et :

X ={z¢eU, g(z) =0}

L’équation g(x) = 0 s’appelle une contrainte, et on s’intéresse a la recherche des extremums de fx.
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Exemple. Si g est affine, c’est-a-dire de la forme :  +— c+{(z) ou c € R et £ € L(E,R), on parle de contrainte
linéaire.

Lemme. Soit f : E — R une fonction de différentiable sur U ouvert. Soit X une partie de U et z € X.
Si fix admet un extremum local en x, alors d f(x) s’annule sur 7, X :

Vo tangent & X, df(z) -v=0

Tu X € Kew Af (v)
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Théoréeme.

Soit f,g : E — R deux fonctions de classe C' sur un ouvert U. On note : X = {z € U, g(z) = 0}.
Si:

e zeX
* fix admet un extremum en x
e dg(z) #0

alors :

o df(z) et dg(x) sont colinéaires.

Remarqué. La condition de colinéarité peut encore s’écrire :
IXeR, df(z) = Adg(z)

e coefficient \ s’appelle un multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte g(z) = 0.

@ Sok das lineny Ao L (€, R)

Proposition. Dans le cas ou E est euclidien, par exemple lorsque E = R", la conclusion du théoreme s’écrit :
Vf(z) et Vg(z) sont colinéaires

ou encore, puisque Vg(z) L T, X :
Vi(z) e (T.X)"



Exemple. Déterminer le maximum de f : (x,y) ~ xy sur I' d’équation % + y* = 1.
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Exemple. Déterminer le maximum de f : (z,y) — 2y sur I' d’équation 2% + 3 = 1.
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