Rappel sur I’exponentielle de matrice. Soit A € M,,(K).

e Pour t € R, on définit :

+oo
tTL
exp(tA) = Z EATL
n=0

o t > exp(tA) est de classe C™ et sa dérivée est t — Aexp(tA) = exp(tA)A.

o exp(A) est inversible, et (exp(A))_1 = exp(—A4).
e Si A et B sont deux matrices qui commutent :

exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A)
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3 |Systemes différentiels linéaires homegénes a coefficients constants

3.1 Position du probleme

Définition.
e On appelle systéme différentiel linéaire a coefficients constants :
X' = AX + B(t) (S)
oun Ae M,(K)et B : I— M,i(K) est continue.
e Résoudre (9), c’est déterminer les fonctions X : I — M, (K) de classe C! telles que :

vie I, X'(t)= AX(t) + B(t)

o On appelle systéme différentiel homogéne associé a (5) :

X' = AKX X'z AX (H)

Remarque. Un systéme différentiel linéaire a coeflicients constant s’écrit aussi :

a11271 + a12T2 + - - + a1nan + b1(t)
Th = a21T1 + A22T2 + * ++ + A2nan + ba(t)

4

T = An1T1 + Gn2Z2 +  + + GpnGn + b (t)

otl les a;; sont des scalaires (constantes) et les b; des fonctions continues sur I intervalle.

Ecriture vectorielle. Un syseme différentiel linéaire & coefficients constant peut étre vu comme la traduction
matricielle d’une équation différentielle linéaire :

' =a-x+bt) (E)

oua € L(E)etb : I — E est continues, et ol on note a-x 'image a(z) du vecteur  par I’endomorphisme a.



Proposition.
o L’ensemble Sy des solutions de (H) est un espace vectoriel de dimension n.
o L’ensemble Sg des solutions de (E) est un espace affine de dimension n, dirigé par Sy :

SE = Xpart + SH



3.2 Résolution théorique a I'aide de I’exponentielle de matrice

Résultat : solutions du systeme différentiel homogéne.
Soit A € M,,(K). Les solutions du systeéme différentiel homogéne :

X'=AX

sont les applications :
t — exp(tA)C

ot €' € M (K)
Remarque. Dans I’écriture précédente, exp(tA) désigne une matrice carrée, C une matrice colonne. On peut rapprocher
I’expression des solutions de :

t— e, A e K

ui est ’expression des solutions de I’équation scalaire iy’ = ay, mais la généralisation doit se faire correctement.
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Résultat : obtention d’une solution particuliére par variation de la constante.
Soit A € Mp(K) et B : I — My,1(K) continue. Pour résoudre le systéme différentiel a coefficients
constants :

X' = AX + B(t) (E)
on a intérét a effectuer le changement de fonction inconnue :
X(t) = exp(tA)C(¢)

ot C : I — Myi(K) est Ch.



3.3 Probleme de Cauchy

Définition. Soit A € M, (K) et B : I — M,1(K) continue. Soit tg € I et Xo € Myp1(K). On appelle probléeme
de Cauchy le probléme :

{X’ = AX + B(t)
X(to) = Xo

Théoréme de Cauchy linéaire.

|Le probléme de Cauchy admet une et une seule solution définie sur I.
O goe X = exp(EA) CWH)
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3.4 Résolution effective dans le cas de diagonalisabilité

On suppose dans ce paragraphe que A est diagonalisable :

A=PDP ‘'ouD=

A1
et P = (Vi]...|Vi)
An

Les \; sont les valeurs propres de A, et les V; forment une base de vecteurs propres associés.

Méthode : résolution du systeme différentiel homogeéne (H).

X solution de (H) <=
—
A

vVt el,
vVt e,
vVt e,

vVt el,

3(31,...

301,...

361,...

X'(t) = AX(t)

X'(t) = PDP*X(t)
Y'(t) = DY (t) ou, pour tout ¢, X (t) = PY(t)
Y1 () = A (t)

Yn(t) = Anyn(t)

y1(t) = crett

,en €K VE e,
Yn(t) = cpetnt
et

en €K VEET Y (E) =

Ccpetnt

CleAlt

en €K VEET, X(t) = (Vi]...|Vy)

cpetnt

— XGVect(tHeAit‘/i)lgign

On a déterminé un systeéme fondamental de solutions de (H).



Méthode : recherche d’une solutions particuliére.
Par variation de la constante, on cherche une solution sous la forme :

n

X(t) =) ci(t)eMV;

i=1

ot les ¢; sont des fonctions inconnues supposées de classe C'. On calcule :

X'(t) = ()M Vi+ > ei(t)reV;
i=1 =1
et AX(t) = A( ci(t)e)‘itVi)
i=1

ci(t)ekltAVi

[
NE

1

.
Il

ci(t)eN\;V; car V; vecteur propre associé a la v.p. \;

I

i=1

Ainsi :
X solution <= Vte I, X'(t) = AX(t) + B(t)

e Vel Y d(t)e'Vi = B(t)

i=1
= Vel Y GmeMVi=) Bit)Vi
i=1 i=1

ot (B1(t),- .., Bn(t)) sont les coordonnées de B(t) dans (Vi,...

— Vi, Vt €I, &,(t) = e NByi(1)

ce qui définit les ¢;(t), & une constante additive pres.



3.5 Exemples de résolution effective en dimension 2

Exemple. Résoudre le systeme différentiel X' = AX ou :
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Exemple. Résoudre :
{x’(t) =a(t) +y(t) +t
y'(t) = 3x(t) —y(t)

X'= AX 4+ 6(F) o= A= (24)
b(H = (o)

Ov\ %&u 2x C,OAahéyMA. A (()m(‘}-—'- At e

X (F) = QF((t'A') C(&)
X'(H = Recp(6A) <) + erp(em)cl(H

X s o HEe® exp(EMC'(H:@U-)
= Ve C(H)= exp(cA) 60

On resosepe g A (%)= 2 (1)
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