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Résolution pratigque des équations différentielles
linéaires
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Sauf mention contraire, I désigne un intervalle de R et F up/espace vectoriel normé de dimengioh ﬁnig.

1 |Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1

1.1 Position du probléme, structure des solutions

Définition. Une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1 est une équation de la forme :
y' +a(z)y = b(z) (E)

et I’équation homogene associée est :
y' +alz)y=0 (H)

ou a et b sont des applications continues sur I intervalle.

Structure des solutions. Si a et b sont continues et I est un intervalle, alors

o Sy est une droite vectorielle
o Sg est une droite affine dirigée par Sy :

SE = Ypart + SH



A(n-¢) J-w, 0 =T,
o1l =T

I +00 =T

Remarque. L’équation peut étre proposée sous la for

a(z)y’ + Bz)y = v(x)

1l importe dans ce cas de travailler sur un intervalle sur lequel  ne s’annule pas : ’équation doit étre normalisable
sur I.

1.2 Résolution : premiére méthode

Méthode.

1. On qualifie 'équation différentielle, en précisant la continuité des coefficients, le fait qu’on travaille sur un
intervalle et on écrit I’équation sous forme normalisée.

2. On trouve une solution particuliere notée ypqr+ de (E), par exemple en la cherchant sous une forme
particuliere.

3. On utilise le résultat exprimant Sy : notant A une primitive de a sur I, Sy = Vect(z — e=4®),
4. On conclut :

Sg = Ypart + VeCt(:C — eiA(I))

Remarque. La méthode de variation de la constante, vue en premiére année, permet de déterminer une solution
particuliere lorsque 'on a déterminé Syg. Voir aussi la section suivante.



Exemple. Résoudre ’équation :
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Exemple. Résoudre sur ]0, +o00[ 'équation :
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1.3 Résolution : seconde méthode
Méthode.

1. Au brouillon, on calcule A une primitive de a sur I.
2. On effectue le changement de fonction inconnue :
y() = z(x)e” )

en raisonnant bien par équivalence.

Exemple. Résoudre I’équation :

1+ 2%y — 22y =1 4 22
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1.4 Résolution sur un intervalle sur lequel I’équation n’est pas normalisable

Méthode. Sil’équation n’est pas normalisable sur l'intervalle I de résolution, on partage I en sous-intervalles sur
lesquels I’équation est normalisable. On résout sur chacun de ces intervalles, puis on effectue un recollement
des solutions.

Exemple. Représenter quelques/courbes intégrales et déterminer les solutions sur R des équations différentielles :
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2 Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

2.1 Position du probleme, structure des solutions

Définition. Une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 est une équation de la forme :
2" +a(t)x’ + b(t)x = c(t) (E)

et I’équation homogene associée est :
2" +a(t)z’ + b(t)x =0 (H)

ou a, b et ¢ sont des applications continues sur [ intervalle.

Remarque. L’équation peut étre proposée sous la forme :
a(t)z” + B(t)z" +(t)x = 5(t)

Il importe dans ce cas de travailler sur un intervalle sur lequel « ne s’annule pas : ’équation doit étre normalisable
sur I.

Remarque. Contrairement aux équations d’ordre 1 ou aux équations d’ordre 2 a coeflicients constants, il n’y a pas
de formule de résolution. Il n’est donc pas utile d’avoir une équation normalisée, mais il est important qu’elle soit
normalisable : a ne doit pas s’annuler sur I.

Structure des solutions. Si «, § et v continues, I est un intervalle et « ne s’annule pas sur I, alors

o Sy est un plan vectoriel

o Sg est un plan affine dirigé par Sy :
SE = Tpart + SH



2.2 Etude de I'équation homogéne — Wronskien

Etude. On suppose que a, b et ¢ sont des applications continues sur I intervalle, et on note

" +a(t)r +b(t)z =0 (H)
léquation différentielle linéaire homogene scalaire étudiée. On a
x/ — x/
H) =
(H) {x" = —a(t)z’ —b(t)x

— (= ' o 0 1 x
') \—a(t) -b(t)) \2’
< X'=A@)X systéme différentiel noté Hpqs

x

x) et A(t) = <_o?(t) —bl(t)>'

Un couple (¢,) est un systeme fondamental de solutions de (H), i.e. une base de Sg, si et seulemement
si:

ou X =

( ((f,) , <$,) ) est un systeéme fondamental de solutions de Hpa¢
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Définition. Si ¢ et ¢ sont deux solutions de (H) sur I, on définit leur wronskien en posant :

60 VO] _ i vt
S | = 6OV O = w0 @

W .t

Théoréeme.

Soit ¢ et 1) sont deux solutions de (H) sur I et W le wronskien de ¢ et 1. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(2) (¢,%) est une base de Sy
(z7) Vee I, W(t) #0
(ii) Ite I, W(t) £0
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2.3 Méthode de variation des constantes

Méthode de variation des constantes. On suppose connu un systéme fondamental (¢, 1) de solutions de (H).
Il reste donc & déterminer une solution particuliére de (E). Appliquer la méthode de variation des constantes,
c’est rechercher une solution particuliére de (E) sous la forme :

z(t) = At)¢(t) + #(ﬂf(t)

avec la condition additionnelle :

N(H)o(t) + u’(txftt)v::e O VEFET

Remarque.
o Su = Vect(g, ) = {t — Ao(t) + pp(t), A\, pu € K}. Ici, on fait varier les constantes » A et p.

e« On peut se souvenir de la condition additionnelle en disant que n’apparaissent pas de dérivées secondes des
« constantes » \ et y.

Exemple. Résoudre sur R :
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2.4 Recherche de solutions développables en séries entiéres

Méthode. On a vu, lors de I’étude des séries entieres, comment rechercher des solutions développables en séries
entieres d’une équation différentielle linéaire, par exemple d’ordre 1 ou 2.

+o00
On note z(t) = Z ant™, on suppose le rayon de convergence > 0 (c’est 'analyse). Dire que z est solution
=0

n
de Iéquation différentielle se traduit (si tout va bien) en une condition sur les a, (ici, on raisonne par
équivalence sous ’hypotheése R > 0). On vérifie que les séries obtenues ont bien un rayon de convergence > 0
(c’est la synthese).

Exemple. Utiliser une série entieére pour déterminer 'unique solution au probléeme de Cauchy :

{y”+xy’+y: 1
y(0) =y'(0) =0



Exemple. On considere ’équation différentielle :
22" — Atx’ + (t* —6)z =0 (E)
1. Trouver les solutions de cette équation différentielle qui sont somme d’une série entiere autour de 0.

2. Déterminer la dimension de ’espace des fonctions qui sont solutions de I’équation sur R.






























