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Equations différentielles linéaires

Sauf mention contraire, I désigne un intervalle de R et E un espace vectoriel normé de dimension finie.

1 | Généralités

1.1 Equation différentielle linéaire, systeme différentiel linéaire

Définition.
¢ On appelle équation différentielle linéaire une équation de la forme :
z' = a(t) -z + b(t) (E)
ova: I— L(E)etb: I— E sont des applications continues. a W \zevalle du L.
e Résoudre (F), c’est déterminer les fonctions z : I — E de classe C! telles que :

Vtel, 2'(t) = a(t) - z(t) + b(t)

e On appelle équation différentielle homogéne associée a (F) 1'équation :

¥ =a(t) x (H)

Remarque. a(t) est une application linéaire, a(t) - x(t) désigne I'image par cette application linéaire du vecteur x(t).
On pourrait la noter a(t)(z(t)).
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Exemple. Rechercher les M : R — M, (R) de classe C! telles que :
Vt € R, M'(t) = t*M(¢)

c’est vouloir résoudre une équation différentielle linéaire homogene, ot a : t — t2Id Mo (R)-

(F )= attli =@ +b(e
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Fixons B = (#,...,e,) une base de E.
Notons A(t)*= Mat(a(t), B), B(t) = Mat(b(¢), B) et X (t) = Mat(z(t), B).

o L’équation différentielle (E) s’écrit sous la forme d’un systéme différentiel linéaire :

X' = A()X + B(t) (S)

ouA: I—MyK)etB: I— M,i(K)sont des applications continues.
 Résoudre (S), c’est déterminer les fonctions X : I — My1(K) de classe C! telles que :
Viel, X'(t) = A(t)X(t) + B(t)
e On appelle systéme différentiel homogéne associé a (5) :

X' =At)X

Exemple. Rechercher les fonctions z,y : R — R de classe C' telles que :
vt € R 2'(t) =2z(t) + (L + ) y(t) +
"y (t) = cos(t) x(t) +sin(t) y(t) + 1+t
c’est vouloir résoudre le systéme différentiel linéaire :

X' '=A@lt)X + B(t)
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Exemple. Le systéeme de Lotka-Volterra qui modélise I’évolution d’une population de proies et de prédateur

s’écrit :
{x’(t) = z(t)(a — By(t))
y'(t) = y(t) (0x(t) —7)

C’est un systeme différentiel, non linéaire. Son étude n’entre pas dans le cadre du programme.



1.2 Principe de superposition

Proposition. Sizq, x5 sont solutions de deux équations différentielles linéaires ayant la méme équation homogene
associée : ' = a(t) -z +b1(t) et &’ = a(t) -z +ba(t) respectivement, alors z1 +x2 est solution de I’équation :

' =a(t) -z + (bi(t) + ba(t))
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1.3 Probleme de Cauchy

Définition. On appelle probleme de Cauchy l'association d’une équation différentielle linéaire et d’une

condition initiale :
{a:’ =a(t) -z +b(t)

z(to) = 7o

outy€letxyg€eFE.

Théoréeme.

La recherche des fonctions z : I — E de classe C! telles que

{Vt eI, z'(t) = a(t) - z(t) + b(t)
l‘(to) =X

est équivalente a la recherche des fonctions z : I — E continues telles que :

Vte I, z(t) = zo + /tta(u) ~x(u) + b(u) du

Remarque. On dit qu’on a mis sous forme intégrale le probléme de Cauchy.

Traduction matricielle.
Un probléme de Cauchy pour un systéme différentiel linéaire s’écrit :

{X’ = A(t)X + B(t)
X(to) = Xo

oty € I et Xo € Mp1(K).
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1.4 Représentation d’une équation différentielle scalaire linéaire d’ordre n

Définition.
e On appelle équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n une équation de la forme :
y" = an 1 ()Y -+ ar ()Y + ao(t)y + b(2) (E)
ou ag,G1,...,a,—1,b : I — K sont des applications continues.

o Résoudre (E), c’est déterminer les fonctions f : I — K de classe CFltelles que :
VeI, f(t) = an_1(t)f"V() + -+ an(t) £/ () + ao(t) £(£) + b(t)
o On appelle équation différentielle homogéne associée a (F) 'équation :

Y™ = apa (Y + -+ an ()Y + ao(t)y (Eo)

Remarque. Il importe que Iéquation différentielle soit « normalisée », ¢’est-a-dire que le coefficient devant y™ soit 1.
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Théoréeme.

linéaire :

Une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n peut étre représentée par le systeme différentiel

X' =A@l)X + B(t)

en posant dans M, (K) et M, (K) :

y(t) 0 1 0 0 0
y' () S0 1 e : 0
xw=| : A= o By=|
y" 2 (t) 0 ... ... 0 1 0
y" I (2) ao(t) a1(t) ... an—a(t) ani() b(t)

Remarque. On reconnait la transposée d’une matrice compagnon.
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Définition. On appelle probléeme de Cauchy pour une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n 1’asso-
ciation d’une équation différentielle et d’une condition initiale :

{y(") = a1 [y 4+ an(t)y + ao(t)y + b(1)
y(to) =yo, ¥'(to) = y1, -, ¥y V(to) = yn—1

outyg €l et yyyi,...,yr—1 € K.

Remarque. Il existe d’autres problémes, dont I’étude n’est pas au programme, comme celui des conditions aux limites.



2 |Ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire

2.1 Théoréme de Cauchy linéaire

Théoreme de Cauchy linéaire.

Si:
e [ est un intervalle
e a et b sont continues sur /

alors le probléeme de Cauchy :

ZE(to) =29

{;c’ =a(t) -z + b(t)

admet une unique solution définie sur I. &{A\‘Dwa_ PP TR AL -]

Remarque. Ce théoréme est un cas particulier d’un théoréme plus général, le théoréme de Cauchy-Lipschitz.
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Traduction matricielle.
Si:

e [ est un intervalle
e A et B sont continues sur I

alors le probleme de Cauchy :
{X’ = A)X + B(t)
X (to) = Xo

admet une unique solution définie sur I.

Corollaire.
Sic:

e [ est un intervalle
e ap,ai,...,an—1,b sont continues sur I

alors le probleme de Cauchy :

Y™ = a1 )y + -+ ar(t)y’ + ao(t)y + b(t)
y(to) = vo, ¥'(to) = y1, -+, Y™V (to) = yn—1

admet une unique solution définie sur I.



Exemple. Soit ¢ : I — M,,1(K) une solution de I’équation homogene : _'\: f.f
X' '=A@t)X
ott A : I — M, (K) est continue sur L Montrer I’équivalence :

Jdtel, ¢p(t) =0 <= Viel, ¢(t)=0
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2.2 Structure de I'’ensemble des solutions — équations homogenes

Théoréme.

Si:
o [ est un intervalle
e a est continue sur I
o Sy désigne l'ensemble des solutions I’équation différentielle linéaire homogene : z’ = a(t) - x (HD
alors :
o Sy est un sous-espace vectoriel de C1(I, E)

o pourtg€el, Sg — FE est un isomorphisme d’espaces vectoriels
T = {E(to)

o dlmSH =dim F
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Traduction matricielle. Si :

e I est un intervalle

e A est continue sur

o Sy désigne 'ensemble des solutions du systéme différentiel linéaire homogene : X’ = A(t)X
alors :

o Sy est un sous-espace vectoriel de C*(I, M,,1(K))

o pourtg €I, Sy — My,1(K) est un isomorphisme d’espaces vectoriels
X = X(to)

o dimSy =n

Corollaire. Si:

o I est un intervalle
e ag,ai,...,a,_1 sont continues sur
o Sy désigne l'ensemble des solutions de ’équation différentielle linéaire scalaire homogene :
Y™ = an 1Oy 4+ (DY +aolt)y
alors :
o Sy est un sous-espace vectoriel de C"(I,K)

o pourto €I, Sy — K" est un isomorphisme d’espaces vectoriels
y = (y(to),y'(to), -,y V(to))

o dimSy =n
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Définition. Une base de Sy s’appelle un systeme fondamental de solutions de 'équation homogene.

Exemple. Déterminer une systeme fondamental de solutions du systeme :

{fﬂ’(t) ta(t) —y(t)
y'(t) = 2(t) + ty(t)

On pourra commencer par chercher un systéme dont sont solutionsu : t e_t2/2x(t) etv : t e_t2/2y(t).
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2.3 Structure de I'’ensemble des solutions — équations compléte

Théoréme.
Si:

e [ est un intervalle

e a et bsont continues sur

o Sg désigne ensemble des solutions I’équation différentielle linéaire : z’ = a(t) -  + b(t)
alors :

o Sg est un sous-espace affine de C1(I, E) de direction Sy :

SE = Tpart + SH

et qui est de dimension dim E.
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Traduction matricielle. Si :

e [ est un intervalle
o A et B sont continues sur 1
o S désigne I'ensemble des solutions du systéme différentiel linéaire : X’ = A(t)X + B(¢)
alors :
o & est un sous-espace affine de C*(I, M,,1(K)) dirigé par Sy :
S = Xpart +SH

et qui est de dimension n.

Corollaire. Si:
e [ est un intervalle
e ag,a,...,a,_1,b sont continues sur [

e &S désigne I'ensemble des solutions de I’équation différentielle linéaire scalaire :
Y = a1y 4+ ar(t)y + ao(t)y + b(t)
alors :
o S est un sous-espace affine de C"(I,K) dirigé par Sy :
S = Ypart + SH

et qui est de dimension n.



























