Soit f : R? — R une fonction de classe C'. On dit que f est homogéne de degré o € R lorsque :
vt >0, V(z,y) € R?, f(ta,ty) =t f(z,y)
(a) On suppose f homogene de degré «. Montrer que :
0 0
V(z,y) € R?, x%(w,y) + ya—i(:c,y) =af(z,y)

) Montrer la réciproque.
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Soit E un espace euclidien et u € S(F) un endomorphisme symétrique de F.
(a) Montrer que f : x+— (u(x),x) est différentiable et calculer sa différentielle en tout point de E.

(b) Montrer que I'application :
F: E~{0g} — R
(u(z), )

[l

est différentiable sur £\ {0g} et que sa différentielle vérifie, pour tout a € E \ {Og} :

T

dF(a) =0 <= a est vecteur propre de u
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2.1

sMPI* MPI 730

Optimisation

Applications de classe C*

Dérivées partielles d’ordre k > 2

Définition. Soit f : E — F une fonction définie sur un ouvert U. On considére B = (ey, ..., e,) une base de E.

o Lorsqu’elles existent, les 0; f = sont les dérivées partielles premieres de f.

81'1‘

o Lorsqu’elles existent, on définit les dérivées partielles secondes comme dérivées partielles des dérivées
partielles premieres :
of
"(os,)
a2f 8.11

833]‘ 8331 (a - 833]‘ (a)

que 'on note encore 9;0; f(a) ou encore 9 f(a).

e On dit que f est de classe C? sur U lorsque toutes ses dérivées partielles secondes existent et sont
continues sur U.

o On définit par récurrence les dérivées partielles d’ordre k, et la classe C*.

« f est de classe C* lorsqu’elle est de classe C* pour tout k.



2.2 Théoréme de Schwarz

Théoréeme de Schwarz.

Soit f : E — F une fonction définie sur un ouvert U. On considére B = (ey, ..., e,) une base de E. Si
f est de classe C? sur U, alors pour tout i, :
0%f B 0%f
6$]’a$i a 8(122851,‘]

Remarque. Plus généralement, si f est de classe C*, les dérivées partielles k-iémes ne dépendent pas de Iordre des
dérivations.
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2.3 Opérations sur les applications de classe C*

Proposition. Une combinaison linéaire d’applications C* est C*; une composée d’applications de classe C*
est C*; une composée d’application C* sur U avec un arc C* & valeurs dans U est C*.

Proposition. L’ensemble C*(U,R) est une R-algebre.



3.1 Matrice hessienne

Définition. Soit f : R™ — R une fonction de classe C? sur U ouvert. Pour @ € U, on définit la matrice

hessienne de f en a :
0% f
(0 = (52449
! szazz 1<i,j<n

Pfp . 0°
o
Jdxdy ) 8_7;2(6

Remarque. Ainsi, pourn =2 :

Hy(a) =

Proposition. Pour tout a € U, Hy(a) € S,(R).
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Sauf mention contraire, E et F' designent des espaces vectoriels normés de dimension finie sur R.

1 |Optimisation : étude au premier ordre

1.1 Extremums d’une fonction numérique

Définition. Soit f : E — R une fonction numérique, définie sur une partie U de E.

e Pour a € U, on dit que f atteint un maximum global en a lorsque :

Ve e U, f(z) < fla)
e Pour a intérieur & U, on dit que f atteint un maximum (local) en a s’il existe un voisinage V' de a

dans U tel que :
Ve eV, f(z) < f(a)

e On définit de fagon analogue minimum global et minimum local.

Remarque. Sans autre précision, un extremum est un extremum local.
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Définition. Soit f : E — R une fonction numérique, différentiable sur U ouvert, et a € U. On dit que a est
un point critique lorsque df(a) = Oz (g,R)-

Remarque. La différentielle de f en a est nulle si et seulement si les dérivées de f en a selon tous les vecteurs sont
nulles, si et seulement si toutes les dérivées partielles (selon une base de E) de f en a sont nulles.
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1.2 Condition nécessaire du premier ordre

Théoréme.

Soit f : E — R une fonction numérique définie sur U et a € U.
Si:

o f est différentiable sur U

e a est intérieur & U

e f admet un extremum local en a
alors :

o a est un point critique de f.
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Exemple. Déterminer les points critiques de :

(z,y) —a®—y* -z




Exemple. Ou sont les extremums de :

{-. (2,y) > 2 + 4

sur [—1,1] x [-1,1]?
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3.2 Formule de Taylor-Young a I’ordre 2

Théoréme.

Soit f : R™ — R de classe C? sur U ouvert, et a € U. Alors :

flath) = f(a)+ (V(a), )+ 3 {Hy(a)h i) + o (I

= f(@)+ V@ h+ shTHp @R+ o (A7)

Remarque. Sous forme développée avec les dérivées partielles, 'expression s’écrit :

2
fatn=s@+ Y L@n+y ¥ azng (a) hahs + o (IIn])

1<i<n 1<i,5<n

On reconnait la différentielle de f en a dans le terme linéaire. Le terme suivant s’appelle « quadratique ».



3.3 Conditions du second ordre

Théoréme.

Soit f : R™ — R de classe C? sur U ouvert, et a € U.
Si:

e f admet un minimum local en a
alors :

o Vf(a)=0

o Hy(a) € 1 (R)

Remarque. De fagon équivalente, on peut conclure que les valeurs propres de H(a) sont > 0.

Remarque. On peut adapter le résultat dans le cas d’un maximum : les valeurs propres de H(a) sont < 0.
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Théoréeme.

Soit f : R® — R de classe C? sur U ouvert, et a € U.
Si:

e a est un point critique de f
« Hy(a) € STH(R)
alors :

o f admet un minimum local strict en a

Remarque. De fagon équivalente, on peut supposer que les valeurs propres de Hy(a) sont > 0.

Remarque. On peut adapter le résultat dans le cas d’'un maximum : les valeurs propres de Hy(a) sont < 0.



Corollaire. Dans le cas ou n = 2, on note :

o0 _of P _f
O = 5 (@25 = 5, @ = gyoa @ e = (@)
DDOS . enitione - O oy Of
On suppose que a est un point critique : o (a) = By (a)=0

o SidetHy(a) =71t —s>>0et tr Hp(a) =7+t >0, alors Hs(a) € St (R)
donc f présente un minimum local strict en a.

o SidetHs(a) =71t —s*>0et trHp(a) =7+t <0, alors —H(a) € 5/ (R)
donc f présente un maximum local strict en a.

e SidetHy(a) =1t —s* <0, f présente un point col en a.

e SidetHy(a) =rt— s? =0, on ne peut rien dire.



