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4 |Opérations sur les applications différentiables, sur les applications C*

4.1 Linéarité

Proposition. Soit f,g : FE — F deux fonctions définies sur U ouvert, a € U, \,u € R. Si f et g sont
différentiables en a, alors Af + ug aussi et :

d(Af + pg)(a) = Adf(a) + pdg(a)

Proposition. Si f et g sont de classe C* sur U, alors A\f + ug l'est aussi.

Proposition. Si f et g admettent des dérivées en a selon un vecteur v, alors Af + ug aussi et :

D, (M f + pg)(a) = AD, f(a) + pDy,g(a)

Proposition. Si E est muni d’une base B, si f et g admettent des dérivées partielles en a alors Af + ug aussi
et :

Vi, 0;(\f + ug)(a) = A0; f(a) + nd;g(a)
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4.2 Composée avec une application bilinéaire ou multilinéaire

Proposition. Soit f : £ — F et g : F — G deux fonctions définies sur U ouvert,a € U. Soit B : FxG — H
une application bilinéaire. Si f et g sont différentiables en a, alors B(f, g) : =+ B(f(z),g(x)) aussi et :

Vh € E, d(B(f,g))(a) -h= B(df(a) . h,g(a)) +B(f(a),dg(a) -h)

Proposition. Si f et g sont de classe C! sur U, alors B(f, g) l’est aussi.

Généralisation. Soit f1,..., f, des fonctions définies sur U ouvert de E, a valeurs dans Fi, ..., F), respective-
ment. Soit a € U. Soit M : Fy x --- x Fj, = G une application p-linéaire. Si fi,..., f, sont différentiables
en a, alors M(f1,...,fp) : o+ M(fi(x),..., f,(z)) aussi et, pour tout h € E :

A(M (1. ... f)) (@) - b= M(dfs(a) - b fala), ... fy(@)) + M (fr(a).dfa(a) b fp(a))
+ o M(fala), fo(a)...,dfp(a) - I,)

Proposition. Si les f;, sont de classe C' sur U, alors M(fi,..., fp) Uest aussi.
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4.3 Composition d’applications différentiables

f

Régle de la chaine. Soit £ — F 9, & deux applications, avec f définie sur U ouvert de E, g définie sur V
ouvert de F' et f a valeurs dans V.
Soit a € U. Si f est différentiable en a et g différentiable en f(a), alors g o f est différentiable en a et :

d(g 0 f)(a) = dg(f(a)) o df(a)

Proposition. Si f et g sont de classe C* sur U et V respectivement, alors g o f est C! sur U.
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4.4 Dérivée le long d’un arc

Dérivée le long d’un arc. Soit R LE £> F deux applications, avec v un arc défini sur un intervalle I de R, f
définie sur un ouvert U et v & valeurs dans U. Soit ¢ € I. Si v est dérivable en t et f différentiable en (t),

alors f o~y est dérivable en ¢ et :
(fon)(t)=df(v(t)) -~ (t)

Dans le cas ot E est muni d’une base B = (e, ..., ey), et que z1,...,z, désignent les applications coor-
données de vy dans cette base, cela s’écrit :

(F07) () = - 2k 5 (0
k=1

Proposition. Siy et f sont de classe C! sur I et U respectivement, alors f oy est C* sur I.
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Corollaire. Soit [0, 1] 2B L, P denx applications, avec v un arc défini sur un intervalle [0, 1], f définie sur
un ouvert U et v & valeurs dans U. Soit a = v(0) et b = ~(1). Si v est de classe C* sur [0,1] et f de classe C*
sur U, alors :

1
50) = £ = [ 4G0) 0 e
0
Remarque. En particulier, avec y(t) = a + tv :

fla+v) = f(a) +/01 df(a+tv) -vdt
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Exemple. Soit f de classe C* sur R? et ¢ : (u(t),v(t)) de classe C* sur R. Montrer que :

ho:te f(u(t),v(t))

est de classe C! sur R et exprimer h/(t) & l'aide des dérivées partielles de f et des dérivées de u et v.
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4.5 Calcul des dérivées partielles d’une fonction composée

Exemple. Soit
f: R — F
(l‘l,$2,l'3) — f(l‘l,.Tg,l‘g)

de classe C! sur un ouvert V, et

g:R? - R

(u,v) = (gl(uv v)7g2(u’v)793(uvv))

de classe C! sur un ouvert U et & valeurs dans V.
On consideére la composée :

ho: (u,v) = f(g1(u,v), g2(u,v), g3(u,v))
Justifier que h est C! sur M, et exprimer les dérivées partielles de h en fonction de celles de f et g.
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Exemple. Dans le plan euclidien usuel, exprimer le gradient en coordonnées polaires.
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Exemple. Ecrire les dérivées partielles de :

(U1, -y tm) — f(xl(ul,...,um),...,xm(ul,...,um))



4.6 Caractérisation des applications constantes

Théoréme.
Soit f : E — F une fonction définie et de classe C! sur U ouvert, avec E et F deux espaces vectoriels

normés de dimension finie. On suppose U convexe. Alors :
f est constante sur U <= df est nulle sur U

Remarque. Le résultat est encore valable si U n’est que connexe par arcs.
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