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Calcwl différentiel

Sauf mention contraire, F et F' designent des espaces vectoriels normés de dimension finie sur R.

Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Dérivée selon un vecteur

Définition. Soit f : E — F une fonction définie sur un ouvert U. Soit @ € U et v € E. On dit que f admet

un dérivée en a selon v lorsque :
R —- F
t — fla+tv)
est dérivable en 0.
Dans ce cas, on note D, f(a) la dérivée en 0 de cette application, et on Iappelle dérivée de f en a selon v.

Remarque.

o Comme U est ouvert, c’est un voisinage de a, et donc il existe § > 0 tel que, Vt € [—4,8], a + tv € U : la fonction
t — f(a+ tv) est définie au voisinage de 0.

e D,f(a) est un élément de F.
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Exemple. On considere :

f:R* - R
27> )
(x,y) = {m si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
Montrer que f admet une dérivée en (0,0) selon tout vecteur v = (a, 8). La fonction f est-elle continue
en (0,0)?
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1.2 Dérivées partielles dans une base

Définition. On suppose F muni d’une base B = (e1,...,e,). On considére f : E — F une fonction définie sur

U ouvert de F, et a € U.
Si f est dérivable en a selon e; pour i € {1,...

base B, et on note :
9 f(a) = De, f(a)

,p}, on dit que f admet des dérivées partielles dans la

Remarque.

e En notant (a1,...,an) les coordonnées dans B de a, 0; f(a) est, si elle existe, la dérivée en a; de :

tos flaer+--bas et bee 4 oan + o )

o On utilise aussi la notation g—f(a) pour désigner 0; f(a).
i

o Lorsqu’une base B de E est fixée, on identifie f(z) et f(z1,...,%n), ot (z1,...,Tn) sont les coordonnées de x

dans B.
Souvent, E = R? (ou E = R®) et la base B est canonique. On note alors f : (z,y) — f(z,y) et les dérivées

of . of

partielles, lorsqu’elles existent, —— et ——.
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Exemple. On considere :

f:R? - R

2
(z,y) — {% si (2,y) # (0,0)
0 si (2,y) = (0,0)

Montrer que f admet des dérivées partielles en tout point, et les calculer.
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Exemple. Calculer les trois dérivées partielles dans la base canonique, en un point quelconque, de I'application :

f:(ryp,0)— (r cosf cos,r cos sinp,r sinf)
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2 | Différentielle

2.1 Notation o(h)

Définition. Soit a : E — F' définie sur un voisinage de Og. On dit que :

a(h) = o (h)

—0g

lorsque ||a(h)||lFr = o (||h||lg), c'est-a-dire :
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2.2 Différentielle d’une application en un point

Rappel. Pour f : R — R définie sur un intervalle ouvert I, et a € I, on dit que f est dérivable en a si et seulement
s’il existe ¢ € R telle que :

fla+h) = f(a) +Lh+ hgo(h)
et application h — (h est linéaire. C’est cette application linéaire qui permet la généralisation de la dérivation aux
fonctions de variable vectorielle.
Définition. Soit f : E — F une fonction définie sur un ouvert U, et a € U. On dit que f est différentiable
en a lorsqu’il existe une application linéaire £ € L(E, F') telle que :

flath) = fla) + ) + o ()

L’application ¢ est alors unique, et appelée différentielle de f en a, notée df(a).

Remarque.
e La différentielle de f en a s’appelle aussi application linéaire tangente a f en a.

e La différentiabilité de f en a, c’est I’existence d’'un développement limité a I’ordre 1 en a :
fla+h) = fla) +df(a)(h) +, o (h)
—0g

oit df (a) € L(E, F).
+ On note souvent df(a) - h pour désigner (df(a))(h).



Exemple. Déterminer la différentielle en a = (2,1) de :

fo(zy) =2y

Au wrarmege e (B, k) — (90)
(@, 0+ (4,0) = ((Leh, 4rk)
= 24" (4 L)
= (L Lhos 8F) (r 3%+ 28%85)
= b+ (k& +428) f (APr 128k ca2d®)
(3% -~ )
/ )

o ()

L5 8) 16 € Ao (&)

Lo
OQV*-L EF'L = b‘((&,@_\)

do_wﬁwzrw—s/(ﬂ)‘&w)b%.

e+, )= b + (kw122 £ o((82)
-
7 Jradat e (b, &)
4t ‘
CA A&(«(,Z\_(&,L)
Co . M6 €Ll )

(X,‘,M — Lb 4-42&



Exemple. Calculer la différentielle en M € M, (R) de :

f: Mp(R) — Mu(R)
X - X?
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Exemple. Soit E un espace euclidien et u € S(F) un endomorphisme autoadjoint de E. Montrer que :

[z (z,u(x))

est différentiable en tout a € E, et calculer sa différentielle.
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Proposition. Soit f : E — F définie sur U ouvert.
e Si f est constante, alors elle est différentiable en tout point de u et :

VYa € U, df(a) = Oz, F)

e Si f est (la restrictuion d’une application) linéaire, alors elle est différentiable en tout point de u et :

VaeU, df(a) = f
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Proposition. Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.
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Proposition. Si f est différentiable en a, alors f admet des dérivées en a selon tout vecteur et :

D, f(a) = df(a) - v

Corollaire. SiB = (eq,..., e,) une base de E et si f est différentiable en a, alors f admet des dérivées partielles
en a dans la base B et :

Vh € E, df(a)-h = ihi%(a)
i=1 K

ou (hy,..., hy,) sont les coordonnées de h dans B.
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Définition. Dans le cas particulier ou E = R"™ et F' = R™, lorsque f : R™ — R™ est différentiable en a, on
appelle matrice jacobienne de f en a la matrice de df(a) dans les bases canoniques :

L(a) ... §(a)
Js(a) = : : € Mumn(R)
Uo(a) ... %=(a)
ou fi,..., fp sont les fonction coordonnées de f.
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2.3 Différentielle d’une application sur un ouvert

Définition. Soit f : E — F une fonction définie sur un ouvert U. On dit que f est différentiable sur U
lorsqu’elle est différentiable en tout point a € U. On appelle différentielle de f sur U l’application :

dg + O = LEF)

a +— df(a)

Remarque. Les physiciens écrivent :

df =3 5 -dus
i=1

et ils ont bien raison.
En effet, en notant x; : x +— x; application qui, & un vecteur x de FE, associe sa coordonnée x; dans la base B =
(e1,-..,en) de E, on définit une application linéaire. On a donc :

Va € U, dz;(a) = x;

et donc, pour tout h € E :
Finalement, pour tout a € U, on a les égalités dans F' :

Vh € E, df(a)-h= ihi%(a)

= Z g—i(a)dxi(a) -h

done, dans L(E, F) :

YaeU, df(a) =3 gj (a)dzi(a)
i=1 ¢

ce qui peut encore s’écrire, dans (L(E, F))U :
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2.4 Cas ou E = R : fonctions d’une variable réelle

Proposition. Soit f : R — F une fonction d’une variable réelle, définie sur un intervalle ouvert U, et a € U.
f est différentiable en a si set seulement si f est dérivable en a. Dans ce cas :

f'(@)=df(a)-1

Remarque. Ainsi, I'application linéaire tangente de f en a est I'application :

h f'(a)h
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2.5 Cas ou E est euclidien

Définition. Soit f : F — R une fonction numérique définie sur un ouvert U, et a € U. On suppose que E est
un espace euclidien, et que f est différentiable en a.
Alors il existe un unique vecteur, appelé gradient de f en a, et noté Vf(a), tel que : gma( £ Ca)

Yh e E, df(a)-h = (Vf(a),h
€ E, df(a) (Vf(a),h) QFJJC&)

Remarque. Ainsi, lorsque f est différentiable en a :
fla+h) = fla) +(Vf(a),h) + o (h)
Proposition. Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormale de E. Alors :
\% = —
1) =3 50 @es

En particulier, lorsque E = R™ et B est la base canonique :

Vi@ = (3@ (@)

Interprétation géométrique. Si V f(a) # 0, alors Vf(a) est positivement colinéaire au vecteur unitaire selon
lequel la dérivée de f en a est maximale.

Remarque. Bref, Vf(a) indique la direction de plus grande variation de f : le vecteur unitaire v pour lequel D, f(a)

est maximale est : .
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Applications de classe C!

Définition. Soit f : E — F une fonction définie sur un ouvert U. On dit que f est de classe C' sur U
lorsqu’elle est différentiable en tout point de U, et que :

df : U — L(E,F)
a +— df(a)

est continue sur U.

Remarque. Comme L(E, F) est de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes.

Théoréme.

Soit f : E — F une fonction définie sur un ouvert U, et B = (eq,...,e,) une base de E.

Alors f est de classe C! sur U si et seulement si les dérivées partielles de f dans la base B existent et
sont continues sur U.

Dans ce cas :

Remarque. Ce résultat est indépendant du choix de la base.



Exemple. Montrer que :
h: (r,p,0)— (r cosf cose,r cosf sinp,r sinf)

est de classe C! sur R3.



Exemple. Montrer que :
f:R? = R
2
Ty .
(my) o dazigt O (z,y) # (0,0)
0 st (z,y) = (0,0)

est de classe C! sur R? \ {(0,0)}, mais pas sur R2.
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