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Limite, continuité dans un espace vectoriel normé

Dans ce chapitre, sauf mention contraire, E et F' désigne deux espaces vectoriels normés sur K, ou K =R ou C.

1 [Limite |

1.1 Définition, propriétés

Définition. Soit f : AC E — F, et a € A. On dit que f a pour limite b en a, et on note f(z) — b,

r—a
lorsque :

Ve>0,In>0,Ve €A, |lx—allp<n = ||f(z)-b||lr<e

§- Ae(g 1) > (F e)
N — 2 X(“)

Remarque. On peut reformuler la définition en termes de boules. f(x) — b signifie :
R — Tr—a
Ve >0, 3n >0, Vo € AN BF(a,n), f(x) € BF(b,¢)

Définition. Soit f : A C E — F. On dit que f(x) tend vers 0 lorsque ||z|| — +0o0, et on note f(z)

llzl|—+o0
lorsque :

Ve>0,IM eR, Vz € A, |z|| > M = |f(@)|r<e
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Proposition. La limite de f en a, si elle existe, est unique.

Proposition. L’existence et la valeur de la limite sont inchangées par passage a d’autres normes sur F et F,
lorsqu’elles sont équivalentes aux normes initiales.

1.2 Caractérisation séquentielle

Proposition. Soit f : ACE — F,eta € Aetbc F. f a pour limite b en @ si et seulement si, pour toute
suite (2,,)new d’éléments de A qui converge vers a, la suite (f(z,))

Vﬂﬁ:& S Covne &ﬂ"- M\
(% (o At 4 prnnr)

new converge vers b.



1.3 Cas particulier de R

Remarque. Lorsque E = R on peut envisager les limites lorsque x — +oo, et lorsque F = R, on peut envisager
des limites infinies, méme s’il serait abusif de dire que +0oo est adhérent & |—oo, +oo[. On peut donc adapter les
définitions vues en premiere année.

Définition. Soit f : A C R — F une fonction de la variable réelle, ot A n’est pas majorée. On dit que
f(x) ——— b lorsque :
xr——+00

Ve>0,IM eR, Vz € A, e > M = |f(z)—b|| <e

Définition. Soit f : A C E — R une fonction numérique réelle, et a € A. On dit que f(x) — >+ lorsque :

VM eR, In>0,Vz €A, |lx—a]|<n = fla)>M



1.4 Opérations sur les limites

Proposition. Soit f,g : A C E — F deux fonctions, A, i € K deux scalaires. Soit a € A.

o Si f(x) — b et g(x) — 6 alors (A\f + pg)(x) — Ab + pe.

Proposition. Soit f : A C E — F une fonction, ¢ : A C E — K une fonction numérique. Soit a € A.
e Sif(x) —— bet p(x) —— A, alors (¢ f)(x) —— Ab.
r—a T—a r—a
e Si f(x) — 0r et A bornée au voisinage de a, on écrit :
IA@) @)l < MIF@)]| —> 0
pour conclure que A(z) f(z) — Op.
r—a
e Si f est bornée au voisinage de a, A(z) —— Ok, on écrit :
r—ra
IA@) £ @) < IA@)IM — 0
pour conclure que A(z)f(x) — Op.
r—a

Proposition. Soit f,g : A C E — K deux fonctions numériques et a € A.

e Sif(x) — bet g(xr) — ¢, alors (f X g)(z) — b xc.
r—a r—a r—a

Proposition. Soit f : ACE — Fetg: BC F — G deux fonctions telles que f(A) C B. Soita € Aetb € B.

e Si f(x) — bet g(x) — ¢, alors go f(z) — c.
T—a z—b T—a



1.5 Limite par coordonnées, limite des fonctions a valeurs dans un espace produit

Définition. Soit F' est un espace vectoriel de dimension finie p, muni d’une base C = (fi,..., fp). Soit g : A C
E — F. Az € Afixé, g(z) s’écrit de facon unique sous la forme :

9(x) = g1(z) f1 + g2(x) fo + - + gp () fp

ou (g1(x), g2(z), ..., gp(x)) est le p-uplet des coordonnées de g(x) dans la base C.

Pour chaque k € {1,...,p}, la fonction numérique g est la k-éme application coordonnée de g dans
la base C.
Théoréme.
Avec les notations précédentes, et avec £ € F' dont les coordonnées sont (¢1,%2,...,¢,), on a :

g(fZ?) E} ! <— Vk € {1, ,p}, gk(flf) E) Ek

Remarque. Ces derniéres limites sont des limites dans K.



Proposition. Soit g : AC E — F ou F = F; X --- x F,. On peut écrire, pour tout z € A :

9(x) = (g1(2),.. ., 9p(2))

ou les fonctions gy sont les applications composantes de g.
Pour £ = (¢1,...,4p) € F,ona:

g(x) — L —= Vke{l,....,p}, gx(x) ra b

r—ra

Remarque. Ces derniéres limites sont des limites dans les espaces F.



2

2.1

2.2

2.3

'Continuité

Définition

Définition. Soit f : AC E — F et a € A. On dit que f est continue en a lorsque :

f@) —> f(a)

On dit que f est continue sur A lorsque f est continue en tout point de A.

Remarque. La continuité en un point est une propriété locale.

Caractérisation séquentielle

Proposition. Soit f : ACE — F et a € A. f est continue en a si et seulement si, pour toute suite (2, )nen

d’éléments de A qui converge vers a, la suite (f(acn))neN converge vers f(a).

Opérations sur les fonctions continues

Proposition. Soit f,g : A C E — F deux fonctions, A\, u € K deux scalaires et ¢ : A C E — K une fonction
numérique.

o Si f et g sont continues en a € A (resp. sur A), alors Af + pg est continue en a (resp. sur A).
o Si f et ¢ sont continues en a € A (resp. sur A), alors ¢ f : x — (z)f(x) est continue en a (resp. sur A).
Proposition. Soit f,g : A C E — K deux fonctions numériques.

o Si f et g sont continues en a € A (resp. sur A), alors f x g : x +— f(z)g(z) est continue en a (resp. sur A).

Proposition. Soit f : ACE — Fetg: BCF — G deux fonctions telles que f(A) C B.

e Si f est continue en a € A (resp. sur A) et g est continue en f(A) (resp. sur f(A)), alors go f est continue
en a (resp. sur A).



2.4 Continuité par coordonnées, continuité des fonctions a valeurs dans un espace produit

Définition. Soit F' est un espace vectoriel de dimension finie p, muni d’une base C = (f1,..., fp). Soit g : A C

E — F. Az € Afixé, g(z) s’écrit de fagon unique sous la forme :

9(x) = g1(2) f1 + g2(z) fo + - + gp(2) fp

ou (g1(z), g2(x),. .., gp(x)) est le p-uplet des coordonnées de g(x) dans la base C.
Pour chaque k € {1,...,p}, la fonction numérique g est la k-éme application coordonnée de g dans
la base C.

Théoréeme.

Avec les notations précédentes, g est continue en a € A si et seulement si les p applications coordonnées
gr sont continues en a.

Proposition. Soit g : AC E — F ou F' = F| X --- X F,,. On peut écrire, pour tout z € A :

9(x) = (91(2), ..., gp(x))

ou les fonctions g sont les applications composantes de g.
La fonction g est continue en a € A si et seulement si les p applications composantes g, sont continues
en a.



2.6 Fonctions lipschitziennes, uniformément continues

Définition. La fonction f : A C E — F est lipschitzienne sur A si et seulement s’il existe & > 0 tel que :

Vo, € A, [If(y) = f(@)llr < klly —zlle

Proposition. Soit A C E, avec A # @. Alors l'application : E — R est 1-lipschitzienne.
x +— d(z,A)

éfinition. La fonction f : A C E — F est uniformément continue sur A si et seulement si :

Ve>0,3n>0,Ve,y € A ly—zle<n = [fly) - f@)lr<e

Proposition.
o Les applications lipschitziennes sont uniformément continues.

o Les applications uniformément continues sont continues.
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2.5 Continuité et densité

Théoréme.

Soit f,g : A C E — F deux applications. Si :
e f et g sont continues sur A,
e Yz eDCA, f(z) =g(z),
e D est dense dans A,

alors :

o f=g ie VzeA, f(z)=g(z)

Remarque. Ainsi, pour montrer une propriété « continue » sur un ensemble, il suffit de la montrer sur une partie dense
de cet ensemble.
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Image réciproque d’un ouvert, d’un fermé, par une application continue

Théoréme.

Soit f : A C E — F une application continue. Alors I'image réciproque par f d’un ouvert (resp. fermé)
est un ouvert (resp. fermé) relatif de A :

o Si X est ouvert, f~1(X) est un ouvert de A

e Si X est fermé, f~1(X) est un fermé de A

Proposition. Soit f et g deux fonctions continues sur A, a valeurs réelles. Alors, pour tout réel X :

{r e A, f(z)=g(x)} et {x €A, f(x)= A} sont des fermés de A
{r e A, f(z) <glx)}et{xe A f(x)<A}sont des fermés de A
{x €A, f(x)<g(x)}et{ze A, f(x) <A} sont des ouverts de A
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