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1 Ensembles finis L |

1.1 Définition \

Définition. On dit qu'un ensemble E est fini lorsqu’il est vide, ou qu'il existe n € N* tel que E' soit en bijection
avec {1,...,n}.
Dans 1€ premier cas, on définit Card(E) = 0. Dans le second cas, n est unique et on définit Card(E) = n.

1.2 Propriétés

Proposition. Deux ensembles finis ont le méme cardinal si et seulement s’il existe une bijection entre ces
ensembles.

Remarque. En général, on n’exhibe pas explicitement cette bijection. Mais on décrit les deux ensembles en bijection
par une formulation telle que :
« Définir [tel élément de A], c’est définir [tel élément de B] et [tel élément de C|»
qui signifie que A et B x C' sont de méme cardinaux.



Proposition. Soit £ un ensemble fini, et A C E. Alors :
o A est fini et Card(4) < Card(E)

e A=F <= CardA = Card E.

Proposition. Soit E et F' deux ensembles finis de méme cardinal, et ¢ : E — F. Alors :

@ bijective <= ¢ injective <= ¢ surjective



1.3 Exemples de cardinaux

Proposition. Soit E et F' deux ensembles finis. Alors E' X F est fini et :

Card(E x F) = Card(E) Card(F)

Corollaire. Si Eq, Es, ..., E, sont des ensembles finis, alors Ey x Ey X --- X E, est fini et :

Card(Ey x Ey X --- X E},) = Card(E;) Card(E2) ... Card(E,)

Proposition. Soit E et F' deux ensembles finis. Alors E'U F est fini et :
o si l'union est disjointe, Card(F U F) = Card(F) + Card(F);

o en général, Card(E U F) = Card(E) + Card(F) — Card(E N F).

Corollaire. Si Ey, E»,. .., E, sont des ensembles finis deux & deux disjoints, alors Fy U EyU- - U E), est fini et :

Card (LPJ El> = i Card(E;)
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2 Dénombrement d’applications, de parties d’un ensemble

2.1 Nombre d’applications

Théoreme.

Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et n. On note F(E, F) = F¥ I’ensemble des
applications : £ — F.
Alors FF est fini et :

Card(FE) = / = Card(F)°=d42 T
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2.2 Nombre de parties d’un ensemble

Théoréme.

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Alors ’ensemble de ses parties, P(E), est fini, et :

Card(P(E)) = 2" = 2Cd(E)
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2.3 Fonction indicatrice

Définition. Soit E un ensemble et A une partie de E. On appelle fonction indicatrice de A (ou parfois
fonction caractéristique de A) Papplication :

1,: E — {0,1}
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Proposition. L’application : P(E)

— {0,1}F est une bijection.
A — 1

A



/
3 |Listes, nombre d’injections / /
(
Définition. Soit F un ensemble. On appelle p-liste d’éléments distincts Me E tout p-uplet (z4,..., Zp)

d’éléments de E deux a deux distincts.

Proposition. Si Card(E) =n et p < n, le nombre de p-listes d’éléments digtincts de E est :

n!
(n—p)!
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Proposition. Soit F et F' deux ensembles finis, de cardinaux respectifs p et n. Le nombre d’applications
injectives £ — F est :

n(n—l)...(n—p—i—l):(nr_li!p)!
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Corollaire. Si E est un ensemble fini de cardinal n, alors :
Card(6(E)) = n!

ou G(E) désigne I’ensemble des permutations de F, c’est-a-dire les bijections : E — E.
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Définition. Soit £ un ensembleén appelle p-combinaison une pdrtie de E a p éléments.

Définition. Pour n,p € N, on appelle p parmi n et on note <n le nombre de p-combinaisons d’un ensemble
p

a n éléments, c’est-a-dire le nombre de parties a p éléments.
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Remarque. Il est maladroit de systématiquement remplacer un coefficient binomial par son expression factorielle.

Proposition. Lorsque 0 < p < n, (Z) =
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. (ZI i) = (Z) - (p:l) (formule de Pascal)

h n
Rt (‘,) *‘(Q-H)

- n! R nl
TP w0 (aep)]

n!l@r) + w!(aep)
(p+0)! (a-p) !

—_—
—

_ v\l, Ew«t-lj
N @+\)f (V\-p').‘

= (yn)

nz 'De\(er\.‘(' vy 1\:«1“;‘ C @1—‘) xéﬁb A an bm-ae.(
& (are) fodr ('u.,. SRIC S

CsY d-l‘fi'v{r Are ,rerﬁ'e a y dads Ao,
3"'4' - ’umg Cj’o-d.-vﬁ&" Mugr
o
Mafir e /’sn./&-'c- o 6\1-4..) Z&W
Em—l i {’u—, .- '“'“5

B (g )= o) (o)




D.&:‘M& Ane /rcu.[,& S o .eﬂﬂ-‘mb' y, Ty E:I,'u_‘ - .'1(“ WMH"WﬂuS

" R
eV thowe n b dee, A el O dow O
(o % 4
el — P 1L — B
oux
Mm—2 Ak 2 — 0

‘hﬂm-'z.\,ﬂa/\—-@_.——&

(

) A el n

o () i‘( ><)



