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Fonctions génératrices

Sauf mention contraire, (2,.27, P) est un espace probabilisé.
On s’intéresse dans ce chapitre uniquement aux variables aléatoires qui sont a valeurs dans N. Typiquement,
celles qui apparaissent dans des situations de comptage.
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1 | Définition

Lemme. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. La série entiére :

> P(X =n)t"

n=0

converge normalement sur [—1, 1] (et méme DF(0,1) si on considére la variable complexe), et son rayon de
convergence satisfait : Ry > 1.

Définition. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On définit la fonction génératrice de X par :

Gx : tm Y P(X =n)t"

n=0

Remarque. Gx (1) =1 et Gx(t) = E(t¥) par la formule de transfert.
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Proposition. La loi d'une variable aléatoire a valeurs dans N est caractérisée par sa fonction génératrice.

la dowre de 6:)( m%ll 7:“0\ Aoner Lo Lo A K.
FW O.K-ufo-ﬂo.: S 6\( (E) :Z—)&CC—A) _Vf-é E" " lj

?{‘&:: &)( ol A-L\aﬁo"»aw O ALl foubww\/

o a d.eu,Qp?Vu..J- ¥
g
B = 2 P(K=w) & Heel11)

NZe /"

/EUM'Q—&- A CO\-Q% d;fw, Aiic el
downe:  P(Kze) = cocff dnant .



Fonctions génératrices des lois usuelles.

e Si X ~%([1,n]), alors Gx(t) = %(t+t2 +- -t

e Si X ~ A(p), alors Gx(t) =pt+ (1 — p).
e Si X ~ HB(n,p), alors Gx (t) = (pt+ (1 —p))™.
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o Si X ~ P(N), alors Gx(t) = e t-1),
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2 Propriétés, régularité

Proposition. On conserve les notations précédentes. Gx est continue sur [—1,1] (et méme sur DF(O, 1) si on
consideére la variable complexe).
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Proposition. On conserve les notations précédentes.
X admet une espérance finie si et seulement si Gx est dérivable en 1 (& gauche).
Dans ce cas :
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Proposition. On conserve les notations précédentes.
X admet une variance si et seulement si Gx est deux fois dérivable en 1 (a gauche).
Dans ce cas :

Gx(1) = E(X(X - 1))

Remarque. De cette égalité, il faut savoir retrouver rapidement ’expression de la variance a I'aide de G :

V(X) = GX (1) + Gx (1) = (Gx (1)*

Exemple. Retrouver par les fonctions génératrices espérance et variance des lois usuelles.
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Fonction génératrice et somme

Proposition. _Soit X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans N. Si X et Y sont indépendantes, alors pour

tout ¢ €[~ 1, 1D

Gxyy(t) = Gx(t) Gy(t)
ot Gx(t) Gy (t) est le produit de Cauchy des deux séries entiéres.
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Proposition. Soit X1, X5, ..., X,, des variables aléatoires a valeurs dans N. Si elles sont indépendantes, alors
lﬁ
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Exemple. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de parameétres
respectifs A et p. Alors :
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