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Variahles aléatoires discretes

Sauf mention contraire, (£2, .27, P) est un espace probabilisé.

Qu’importe I’épreuve, pourvu qu’on ait le résultat !

Définition

Définition. Soit £ un ensemble. Une variable aléatoire discréete X est une application :

X:Q-XQCE
@ - Xle)

telle que :
o l'ensemble X (§2) des valeurs prises par X est au plus dénombrable ; Y ( n ) d;ha«(naeet
o pour tout ¥ € X(2), I'ensemble (X = ) est un événement. ¥ EX Cﬂ—) CX"‘-‘X) é'f\

)

Remarque. (X = z) est I'ensemble X ' ({z}) = {w € , X(w) = x}, image réciproque (ou tiré en arriére) de {x} par

Papplicatioh. Dire que c’est un événement, c’est dire qu’il est dans la tribu < .

Remarque. availler avec des variables aléatoires, c’est regrouper dans un méme événement les épreuves en fonction

de leur imge par X.

(X:'ﬁ-) o) Ll ds éomu-, ar,.,. valur o 70-)(
(vé()(-_-yu) = X(w)zn

Exemple. Lors du lancer de deux dés, on appelle X le résultat de la somme des deux faces obtenues. C’est une
variable aléatoire.

Exemple. On considere {2 I’ensemble des individus actuellement présents dans la salle. On peut considerer X
la taille en cm, Y ’dge en années. Ce sont deux v.a. : (X = 181), (X > 190), (Y =19), (Y = 15) sont des
événements (et on peut se demander les épreuves qui les réalisent).

Exemple. On consideére le jeu du pile ou face infini. Notant X le rang d’apparition du premier pile, X est un
v.a. : (X =3), (X > 5) sont des événem{l/e_ts.

Remarque. Les v.a. étudiées dans le cadre de notre programme sont toutes discrétes. Elles sont souvent a valeurs
numériques, voire entiéres, mais on manipule aussi des v.a. a valeurs vectorielles quand on manipule des couples ou
des n-uplets de v.a.
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Définition.
e Lorsque F C R, on parle de v.a. réelle discréte.

o Lorsque E = R?, on parle de couple de v.a. réelles.

Remarque. En pratique, on n’explicite pas §2 ni «/. Mais la donnée d’une v.a. fournit toute une série d’événements :
les (X = z). En combinant ces événements par unions et intersections au plus dénombrables, et en passant au
contraire, on connait beaucoup d’éléments de la tribu.

Proposition.

o Si A est une partie de F, (X € A) désigne {w, X(w) € A} = U (X = z). Cest un événement
TEANX ()
comme union au plus dénombrable d’événements.

o Si X est une v.a. réelle, on définit les événements (X < ), (X > z) etc.
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Définition. Soit A un événement. On a déja défini la fonction indicatrice de A par :

1a: Q — {0,1}

1 siweAd
w
0 siwg¢A

Proposition. La fonction indicatrice d’un événement est une variable aléatoire discrete.
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1.2 Loi
Définition théorique. Soit X :  — E une v.a. discréte. Pour tout A € P(E), on définit :

Px(4)=P(X € 4) , cqpelde (-.'A.« X.

C’est une probabilité sur I’espace probabilisable (E, P(E)).

Remarque. En fait, seuls les éléments de E N X () « comptent » ; cet ensemble est dénombrable, ce qui explique que
Pon puisse choisir P(E) pour tribu.
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En pratique. La donnée de la loi d’un v.a. discréte X, c’est :

o la donnée de X (2), ensemble au plus dénombrable, parfois appelé abusivement « support» de X ;

 pour chaque x € X (), la valeur de P(X = z).

On dit qu’elle est déterminée par la distribution de probabilités discretes (P(X = )),ex (a)-

Proposition. Pour AC Eou AC X(Q), P(X € )= Y P(X=az).
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Notation. On note X ~ Y lorsque les deux v.a. X et Y suivent la méme loi.

@-( X alsﬂavlakg X =Y
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Exemple. On s’intéresse au jeu du pile ou face infini, et on note X la variable aléatoire donnant le rang du
premier lancer qui donne pile. On suppose qu’a chaque lancer, la probabilité d’obtenir pile est p € 0, 1], et
celle d’obtenir face est ¢ =1 — p.

1. Déterminer la loi de X, appelée loi géométrique de parameétre p.

2. Pour n € N*, déterminer P(X < n) et P(X > n).
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Exemple. Soit X un v.a. sur (Q, ¢, P), a valeurs dans [[2, +00[, et telle que :
Vn>2, P(X =n)=((n) -1

Montrer que X suit une loi de probabilité.
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1.3 Fonction d’une variable aléatoire discréete

Proposition. Soit X :  — E une variable aléatoire discréte, et f : E — F une application quelconque. Alors
la composée f o X, notée f(X), est une variable aléatoire discréte.

Proposition. Si X ~ Y, alors f(X) ~ f(Y).
Remarque. Si X et Y sont des v.a., alors Z = (X,Y) est une v.a. (un couple de v.a. est une v.a. a valeur dans un

produit). Donc pour toute fonction f, f(Z) est une v.a.
Ainsi X +Y, XY, Min(X,Y), Max(X,Y) sont des v.a.
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