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Négligeabilité

Définition. On dit qu’'un événement A est négligeable lorsque P(A) = 0.

Remarque. L’événement impossible & est négligeable, mais un événement négligeable n’est pas, en général, impossible.

Exemple. Dans le jeu de pile ou face infini :

e Montrer que 'événement « n’obtenir que des piles » est négligeable.

e Que penser de ’événement « obtenir un nombre fini de face » 7
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Proposition. Une réunion au plus dénombrable d’événements négligeables est négligeable.
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4 |Conditionnement, indépendance

4.1 Probabilité conditionnelle

Définition. Soit B un événement non négligeable. Pour tout événement A, on appelle probabilité de A
sachant B :

P(AB) = %

Remarque. On utilise aussi la notation Pg(A), probabilité sachant B de A.

Proposition. Pg est une (autre) probabilité sur (€, .«).
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4.2 Probabilités composées

Probabilités composées.

Pour deux événements A et B tels que P(B) >0, on a :

P(ANB) = P(A| B) P(B)

m—1
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i=1
P(fL%):J%Am|Amdm-~mAgnAﬁu.P@%|A20AQPQh|AQ}%AQ
i=1

:ﬁP@Hﬁ&)

=1

P(Aa) = P(ALR) P(h)
o ALC moe Bl
Leoli, Ral b alalos b,
o suleot @V/ aiclo B

P(AnkncC) = P(A[ Gac) VC@nC)

_ P(A(BaL) P(B|c) f(c)
<=

alohmc A(\/éncl cet atabliows C

/ru.‘a } go.oolw.‘/ C M‘a&aw &

/

P tochot B C | adles .



Exemple. Une urne contient n boules blanches et n boules rouges. On tire successivement et sans remise n
boules de cette urne. Déterminer la probabilité qu’au moins une boule rouge figure dans ce tirage.
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4.3 Probabilités totales

Probabilités totales.

Soit (A;)icr un systéme complet ou quasi-complet d’événements, avec I fini ou dénombrable.
Pour tout événement B :

P(B) =) P(B|A;)P(4A))
iel

Remarque.
e On adopte la convention (raisonnable) que P(B|A;)P(A;) = 0 lorsque P(A;) = 0.
o On précisera toujours le systéme complet ou quasi-complet d’événements utilisé pour appliquer ce théoréme.
e Dans le cas fréquent du systéme complet d’événements {A, A}, la formule s’écrit :

P(B) = P(BNA) + P(BNA) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)
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Exemple. On dispose de six urnes numérotées de 1 a 6. L'urne numéro k comporte k boules blanches et une

boule rouge. Un joueur lance un dé équilibré, puis choisit une boule dans I'urne correspondant au résultat
du dé. Déterminer la probabilité que la boule tirée soit blanche.
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4.4 Formule de Bayes

Formule de Bayes.
Soit A et B deux événements tels que P(A) > 0 et P(B) > 0. Alors :

p(a|p) = 204 (Bllj(lg; (4)

__ PBAPW | B
~ P(BJA)P(A) + P(B[A)P(A) si de plus P(A4) #0

Plus généralement, si (A;)icsr est un systéme complet ou quasi-complet d’événements, avec I au plus
dénombrable, alors pour tout événement B de probabilité non nulle et tout i :
P(B|A:)P(4;)

PAIB) = =B Bragpian
kel
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Exemple.

1. On dispose d’un test de dépistage d’'une maladie. En principe, celui-ci est positif si le patient est malade,

mais le test n’est pas fiable & 100 %.

Plus précisément, si le patient est malade alors le test est positif 99.9 fois sur 100.
Mais 4 fois sur 1000 il est positif sur une personne non malade.

On sait qu’environ 2 %o de la population est atteinte de la maladie.

Quelle est la probabilité qu'une personne soit malade sachant que le test est positif 7
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2. On dispose d’un second test de dépistage de la méme maladie, moins bon que le premier. Mais on le teste
maintenant sur la population qui s’est révelée positive au premier test.
Si la personne est malade le test B est positif 97 fois sur 100. Mais 8 fois sur 1000 il est positif sur une
personne non malade. Environ 1/3 de la population testée est atteinte de la maladie.
Quelle est la probabilité qu'une personne testée soit malade sachant que le test B est positif 7
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5 | Indépendance

5.1 Indépendance de deux événements

Définition. Deux événements A et B sont dits indépendants si et seulement si :
P(ANB)=P(A)P(B)

Remarque. Dans le cas ou P(B) > 0, cela revient a dire P(A | B) = P(A), c’est-a-dire que la réalisation de B n’influe
pas sur la réalisation de A.
Deux événements disjoints ne sont en général pas indépendants : la réalisation de 'un interdit la réalisation de
Pautre.

Proposition. Si A et B sont indépendants, alors :
o A et B sont indépendants
o A et B sont indépendants
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5.2 Indépendance d’une famille/finig’ d’événements

Définition. Soit (A;)ics une famille d’événements.
o Les événements sont deux a deux indépendants si et seulement si, pour tout i,5 € {1,...,m} :

i#j = P(AiNAj)=P(4;)P(4;)

e Les événements sont indépendants si et seulement si, pour toute partie finie non vide J C I,

P (ﬂ Ai> =[P

i€ ic€J

Remarque. On utilise parfois I'expression « mutuellement indépendants » pour désigner I'indépendance.
Des événements peuvent étre deux a deux indépendants sans étre indépendants.
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Proposition. Soit (A;);c; une famille d’événements indépendants. Pour tout 4, on définit B; = A4; ou B; = A,
Alors (B;)icr est une famille d’événements indépendants.
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Exemple. On lance deux dés discernables, et on considére les événements :

A = «le premier dé donne un résultat pair »
B = «le second dé donne un résultat pair »

C = «la somme des résultats des deux dés est paire »

Les événements A, B et C sont deux a deux indépendants mais ne sont pas (mutuellement) indépendants.

Proposition. Soit (4;);c; une famille d’événements indépendants. Pour tout 4, on définit B; = A; ou B; = A,
Alors (B;);cs est une famille d’événements indépendants.

f(A)= 4
i(6)= 4







































