SMPI

. Un corrigé

Préliminaire — inégalité arithmético-géométrique

On utilise la concavité de la fonction In et 'inégalité de Jensen :

1 1 1 1
In <x1 ot xn> > —In(z1) + -+ —In(z,)
n n n n

avant de prendre I’exponentielle.

1. Un développement en série entiére

On a ¢(t) =exp ((1 — 1)In(1 — ) et
(1 - 1) (L) ~ —7 x (1) =1

t

Par continuité de ’exponentielle,

lim p(t) =

t—0

On pose désormais ¢(0) = e en identifiant ¢ et son prolongement.

On montre par récurrence forte que

[vneN, |b,|<1]

|bo| = 1 et le résultat est vrai au rang 0.

e Soit n > 1. On suppose le résultat vrai jusqu'au rang n — 1. On a alors

LA ok 1
bn| < — <=) 1=
[bn] nZkJrl nZ "

k=1 k=1

ce qui prouve le résultat au rang n.

Comme R(> 12™ = 1), on déduit que :

Z(bnt”) est de rayon de convergence > 1

Soit t €] — 1,1[\{0}. ¢ est dérivable en t et

S0 _ 1,1

H—\»—l

1 Xtk >, th—
AL ;T_

1 est de classe C™ sur | — 1, 1] comme fonction DSE de rayon 1 et est en particulier continue en 0. On en

déduit que
lim ¢'(t) = ¢(0)1(0)

t—0

Par théoréme de limite de la dérivée, ¢ est dérivable en 0 & dérivée continue et ¢'(0)

peCl(-11) et Vt €] = 1,1[, ¢'(t) = p()¥(t)

Soit t €] — 1, 1[. Posons (licite avec la question )

+oo
(t) =) byt
k=0
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On peut dériver terme a terme une série entiére (sur l'intervalle ouvert de convergence) et ainsi

+oo
gt) = (k+1)bpsrt"
k=0
Par théoréme sur le produit de séries entiéres,
) n b . n+1 b -
—g() =D ent” avee =3 = SEEE = —(n+ Dbuis
n=0 k=0 k=1

On a donc g(t)¥(t) = ¢'(t). Comme g(0) = by = —1, —e.g est solution du méme probléme de Cauchy que
@ et ainsi ¢ = —e.g (’équation différentielle est linéaire d’ordre 1, normalisée et a coefficients continus :
le théoréme de Cauchy-linéaire s’applique). Ainsi

Vte]-1,1[, ot)=e <1 — iobkt’f>
k=1

2. Inégalité de Carleman-Yang

(f1+) (1) (1)

On utilise I'inégalité arithmético-géométrique avec le second terme (puis on multiplie par le premier qui
est > 0) et on obtient (on change le premier indice du membre droite qui est muet)

@ Pour tout choix des ¢; > 0, on a

n % n 7717 1 n
(H ak) < <H Ci) — Z Crak
k=1 =1 n k=1

Toutes les quantités étant positives, on peut les sommer (travail dans [0, 4+o00]) :

1
n

S (0) <S5 ((fr) e

k=1 1k=1 i=1

Les termes étant tous positifs, on peut intervertir I’ordre des sommes (théoréme de Fubini), ce qui donne

1

1 _1
Z ( ak> < Z Z (H Ci) %Ckak
n=1 \k=1

k=1n=k i=1

i+1)°
On pose alors ¢; = u et un télescopage multiplicatif apparait lors du produit :

ji—1
a =
P n+1

2/3 http://mpi.lamartin.fr 2025-2026


http://mpi.lamartin.fr

SMPI

. Un corrigé

1 1
Comme —— = — —
nn+1) n

et avec l'expression de ¢y, :

(-

n=1 \k=1

En remplacant par ’expression de ¢ obtenue en question 7 on conclut que

2025-2026

n+1

3=

1
, les termes se télescopent :

3=

> <ﬁ a’“) S i ljk-fkl

1
n

n=1 =1 i=1

e} n n [e%s) e’} bz
010 I O
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