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MPI TD. Mercredi 3 décembre 2025 - durée 4h

Préliminaire – inégalité arithmético-géométrique
1 Démontrer l’inégalité arithmético-géométrique :

∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn,

(
n∏

i=1

xi

)1/n

6
1

n

n∑
i=1

xi

1. Un développement en série entière
Soit ϕ la fonction définie par :

∀t ∈ ]−1, 1[r {0}, ϕ(t) = (1− t)1−1/t

et la suite (bn)n∈N définie par : 
b0 = −1

∀n ∈ N∗, bn = − 1

n

n∑
k=1

1

k + 1
bn−k

2 Justifier que ϕ est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son prolongement en 0.

On notera toujours ϕ ce prolongement.

3 Démontrer que, pour tout n ∈ N∗, |bn| 6 1. En déduire une inégalité sur le rayon de convergence de la
série entière

∑
k>0

bkt
k.

4 Démontrer que, pour tout t ∈ ]−1, 1[ :
ϕ′(t) = ϕ(t)ψ(t)

où

∀t ∈ ]−1, 1[, ψ(t) = −
+∞∑
n=0

1

n+ 2
tn

5 Conclure alors que :

∀t ∈ ]−1, 1[, ϕ(t) = e

(
1−

+∞∑
k=1

bkt
k

)

2. Inégalité de Carleman-Yang
Soit (an)n∈N∗ et (cn)n∈N∗ deux suites de réels strictement positifs.

6 Démontrer que, dans [0,+∞] = [0,+∞[ ∪ {+∞} :

+∞∑
n=1

(
n∏

k=1

ak

)1/n
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+∞∑
k=1

ckak

+∞∑
n=k

1

n

(
n∏

i=1

ci

)−1/n

7 En considérant cn =
(n+ 1)n

nn−1
, en déduire l’inégalité de Carleman-Yang :

+∞∑
k=1
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ak

)1/n
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