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Espaces prohahilisés

1 Espaces probabilisables, espaces probabilisés

1.1 Tribu, espace probabilisable

Définition. Soit 2 un ensemble. On appelle tribu sur Q tout o/ C P(2) vérifiant :
. Jeo L/u.m‘bd?

« 4/ est stable par passage au contraire : A € & = A€ o

o o/ est stable par union dénombrable : si (A, )nen est une suite d’éléments de o7, alors U A, €.
neN

Remarque. . est bien une partie de P(Q2), donc ses éléments sont des parties de Q.

Remarque. On dit parfois que &/ est une o-algébre.
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Proposition. Soit .« une tribu sur Q. Alors :
e Qe

o o/ est stable par intersection dénombrable : si (A,,),cn est une suite d’éléments de o7, alors ﬂ A, € 4.
neN

e o/ est stable par union ou intersection finie.

Exemple.
e P(Q) est une tribu sur €2, appelée parfois la tribu discréte
o {2,Q} est une tribu sur Q, appelée parfois la tribu grossiére

o Pour AC Q, {9, A, A, 2} est une tribu, parfois appelée la tribu engendrée par A
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Exemple.
« P() est une tribu sur ©, appelée parfois la tribu discréte

o {2,0Q} est une tribu sur 2, appelée parfois la tribu grossiéere

e Pour AC Q, {3, A, A ,Q} est une tribu, parfois appelée la tribu engendrée par A



Définition. Lorsque &7 est une tribu sur , on dit que (£2,.27) est un espace probabilisable. 2 s’appelle
P’univers, et les éléments de o7, qui sont des parties de €2, s’appellent les événements. Retenons que les
événements sont donc des collections d’épreuves.
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Vocabulaire.
o Pour A événement, A est ’événement contraire.
e Pour A, B événements, AN B est I’événement « A et B »
e Pour A, B événements, AU B est I’événement « A ou B »
e Lorsque AN B = @, on dit que les événements sont disjoints ou incompatibles.

e O est I’événement impossible, ) est ’événement certain.

Vocabulaire.
e Un élément de l'univers w € (2 est une épreuve ou réalisation de ’expérience aléatoire
o Pour A événement, w € A signifie que w réalise A

e Si A et B sont des événements, A C B signifie que la réalisation de A implique la réalisation de B.

Définition. Une famille (4;);c; au plus dénombrable d’événements est un systéme complet d’événements si
les événements sont deux a deux disjoints, et 'union certaine :
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1.2 Probabilité, espace probabilisé

Définition. Soit (£2,47) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur (2, /) toute application P :
o/ — R telle que :

o P est a valeurs dans [0,1]
« P(Q)=1

o P satisfait la propriété de o-additivité, i.e. si (A, )nen est une suite d’événements deux a deux disjoints,

alors : N
P (U An> = P(4,)
n=0

neN

Proposition. On a aussi les propriétés suivantes :
e P(@)=0
o Pour A, B événements disjoints, P(AU B) = P(A) + P(B)

o Pour (Ag)i<kgy famille finie d’événements deux & deux disjoints,

P (O Ak) =Y P4y "0 o dlrte i
k=1 k=1

Définition. Lorsque P est une probabilité sur (£2, &), on dit que (€, &7, P) est un espace probabilisé.
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1.3 Cas tres simple : probabilité sur un univers fini

Si Q est fini, on prend &7 = P(Q), et on simplifie la propriété de o-additivité en :
Si A et B sont deux événements disjoints, alors P(AU B) = P(A) + P(B)

Notant Q = {w,...,wn}, les événements {w; } s’appellent événements élémentaires, et la donnée des P({w;})

(notée plutot P(w;)) définit P, en posant pour A € P(Q2), P(A) = > o4 P(w).

Exemple. Avec Q = {1,2,3,4,5,6} muni de la probabilité uniforme, calculer P(A) ot A est 'événement des
épreuves paires.
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Rappel. Pour  fini de cardinal N, la probabilité uniforme est I'unique probabilité telle que :
1
N/ Q, P = —
we P{w}) = &
et alors, pour tout événement A :
Card(A)
P(A) =
(4) Card(Q)

Exemple. Avec Q = {1,2,3,4,5,6} muni de la probabilité uniforme, calculer P(A) ol A est I’événement des
épreuves paires.
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Exemple. Lorsque l'on joue au jeu de 'oie, on lance simultanément deux dés équilibrés a six faces.

e Un univers naturel pour représenter les épreuves possibles :
(530 I 3 5 5 55 5 A Y (36
est :
Q= [1,6]?

que 'on munit de la probabilité uniforme.
o «Faire un double-six » est un événement élémentaire, représenté par le singleton {(6,6)}.
e «Faire au moins 10 » est un événement, représenté dans € par le sous-ensemble :

B = {(4,6),(5,5), (5,6), (6,4), (6,5),(6,6)}

e Mais au jeu de l'oie, plutét que w, c’est le nombre somme des valeurs obtenues avec les deux dés qui nous
intéresse. On note X la v.a. de la somme des valeurs obtenues. On a alors :

X((6,6)) =12 et B = (X >10)



1.4 Cas simple : probabilité sur un univers dénombrable

Si Q est dénombrable, on prend aussi &/ = P(Q). Notant Q = {wo,w1,...,Wn,-..}, les événements {w;}
s’appellent événements élémentaires, et la donnée d’une famille (p;);en de réels positifs sommable et de
somme 1 permet de définir une unique probabilité P telle que P({w;}) = p; pour tout ¢. On a encore, pour

AeP(), P(A) =3 ,ea PHw}).
Exemple. Avec Q2 = N* et, pour tout n € N*, P(n) = 3, calculer P(A) ot A est I'événement des épreuves
paires.
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1.5 Exemple d’un univers non dénombrable : le jeu de pile ou face

Exemple. Prenons 'exemple de Q = {P, F}N", qui n’est pas dénombrable. Il modélise ’expérience consistant
a tirer une infinité de fois & pile ou face.

¢ Pour mieux comprendre, il est conseillé de « mimer » quelques réalisations de I'expérience aléatoire :
)

w! = FPFPPFPFFPPFPFFP...
w? = FFPFFPFPPFPFFPPF ...
w3 =FFFFFFFFFFFFFFFF ... uniquement des faces
w*= PFPFPFPFPFPFPFPF... alternance parfaite pile/face

e On admet qu'il n’est pas possible de choisir pour tribu 'ensemble P(2), qui est trop gros, ce qui obligera
a définir une probabilité nulle pour chaque événément élémentaire.
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Ve oLy
P, ={w e {P,F}V' w, = P}= «le k-iéme lancer a donné pile »

F. =P, ={wec{P,F}N' w,=F} = «le k-itme lancer a donné face »

o Définissons :

que l'on appellera entre nous événements primitifs.
T e o

e Par exemple
P3 = «le troisieme lancer a donné pile »

Cet événement est réalisé par w? et w*, mais pas par w! ni w?.
e Une facon de comprendre I'événement P est d’écrire :

Py={«Pxxxxxx...} CQ

On gomen dduse P (Fy) =2

e On admet que 'on peut définir une tribu 7/ contenant les événements primitifs. Celle-ci contient donc
aussi les événements obtenus par unions et intersections au plus dénombrables d’événements primitifs.

o Par exemple, on définit des événements en posant :

Ei=FNP,NF;, Ey= ﬂ Fy, Es=P;NFy
keN

On peut alors se demander si les épreuves précédentes réalisent ou non ces événements.

e On note X le rang d’apparition du premier pile : ¢’est une v.a. avec X(Q) = N* U {+oo} et :
X(wl) = 27 X(w2) = 37 X(wg) = +o00 et X(w4) =1

L’épreuve w? réalise I'événement (X = 3), et (X =3) = Fy N F, N Ps.



o Fixons p € 0, 1[. 1l existe une probabilité P définie sur (£, o) par :
et ce qui sera plus tard I'indépendance de P; et P; pour ¢ # j, de sorte que, par exemple :

P(E1) = (1 —p)p(1—p) = p(1 - p)?

E, = F,NP,N Fs,

w EE,L (= co = FPF s -
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P(E) - P(R)x 0C) x P(R)



1.6 Espaces probabilisés discrets

Définition. Soit 2 un ensemble. Une distribution de probabilités discrétes sur  est une famille (p,)wga
d’éléments de Ry, indexée par €2, et de somme 1.
Le support de cette distribution de probabilité est ’ensemble des w tels que p,, > 0.

Proposition. Le support d’'une distribution de probabilités discrete est au plus dénombrable.

Définition. Soit © un ensemble, et (p,)w&q une distribution de probabilités discrétes. On peut munir 2 de la
tribu o7 = P(Q) et de la probabilité définie sur les événements élémentaires par P(w) = p,,.
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2 Propriétés des probabilités

Dans toute la suite du chapitre, on considére (€2, o7, P) un espace probabilisé.

2.1 Croissance

Proposition. Pour A et B deux événements, si A C B, alors P(A) < P(B).

Ve

—

= A v (&~8) m&ol»gjr»&
Ao P(&) =2 P(A) + P (L~A)

-
>

= P(A)



2.2 Des réunions

Proposition.
+oo “+o0o
o Soit (Ay), est une suite d’événements deux & deux disjoints, alors P (U An) = Z P(A,).
n=0 n=0

N N
o Soit (Ay)ogngn est une famille finie d’événements deux & deux disjoints, alors P (U An) = Z P(A,).
n=0 n=0
Proposition. Soit A et B deux événements. Alors :

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

e AUl = AO(BN(ARL)) s dognb
2 = (Aat) v (B(Aae))  ©
d C(RUB)= ((A) +7 (BrAAB)
et PB) = 1AL + P (BNRaD)



Théoreme de continuité croissante.

Soit (Ay), une suite croissante (pour 'inclusion) d’événements, i.e. A, C A,4+1 pour tout n. Alors :

+o0o
P( n)m)P(UAk>

k=0

Corollaire. Soit (A), une suite quelconque d’événements. Alors :

(§4) (34

k=0 k=0

[0 *
Remarque. C’est ce théoréme auquel on fera référence lorsque I'on a envie de parler d’événement-limite.
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Proposition (sous-additivité). Soit (A4,), une suite quelconque d’événements.
Alors, dans [0, +o00] = [0, +oo[ U {400} :

+oo +oo
P (U An> <Y P(A)
n=0 n=0

+oo
Remarque. On ne perdra pas de vue que I'inégalité P (U An> < 1 reste vraie, et parfois meilleure que 'inégalité
n=0
précédente.

P(Av):z P(AYa () — e(Ann)

£ ¢ + P(B)

P (hothoC) = (A +£0(b) ~_
_ P(Ba---)

P(Rut vc) £ P(AV+P(R)+PCC)



2.3 Continuité décroissante

Théoreme de continuité décroissante.

Soit (A,), une suite décroissante (pour l'inclusion) d’événements, i.e. 4,41 C A, pour tout n. Alors :

P(A,) — (ﬂ Ak>

Corollaire. Soit (4, ), une suite quelconque d’événements. Alors :

(1) (14

k=0 k=0

Remarque. C’est ce théoréme auquel on fera référence lorsque 'on a envie de parler d’événement-limite.
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3 |Négligeabilité

Définition. On dit qu’'un événement A est négligeable lorsque P(A) = 0.

Remarque. L’événement impossible & est négligeable, mais un événement négligeable n’est pas, en général, impossible.

Exemple. Dans le jeu de pile ou face infini :
e Montrer que I'événement « n’obtenir que des piles » est négligeable.

ser de I’événement « obtenir un nombre fini de face » ?

Pfoposition. Une réunion au plus dénombrable d’événements négligeables est négligeable.
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Définition. On dit qu’un événement A est presque sir lorsque P(A4) = 1.

Remarque. L’événement certain Q est presque siir, mais un événement presque sir n’est pas, en général, certain.

Proposition. A est presque siir si et seulement si A est négligeable.
Proposition. Une intersection au plus dénombrable d’événements presque sirs est presque sire.

Définition. Soit (A;);c; une famille au plus dénombrable d’événements. On dit que c’est un systéme quasi-
complet d’événements lorsque les A; sont deux a deux disjoints, et de reunion presque sire :

P UAZ- =1
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