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Séries dle fonctions numérigues - interversion
série / intégrale
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1 |Intégration

1.1 Intégration terme a terme sur un segment par convergence uniforme

Théoréme d’intégration terme a terme sur un segment par convergence uniforme.

Soit a < b, et Y f,, une série de fonctions définies sur un segment [a, b].
Sic:

e > fn converge uniformément sur [a,b] (on note S sa somme),

o [a,b] est un segment,

e les f, sont continues, (& ranl e aed 10-; gé«{(hgb&»)

alors :

b
o la série Z ( / fn(t) dt) converge,
+0 b b
5 fu)dt = [ S(t)dt
> [ mow=|

Exemple. Soit (a,,), une suite de complexe telle que Y a,, converge absolument. Pour ¢ € R, on note :

+o0o
F(t) =3 aysin(pt)

Montrer que, pour tout m € N* :

% /_ " sin(mt) £(£) dt = ay,
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1.3 Interversion Y / [ sur un intervalle quelconque

Remarque. Le théoréme qui suit s’applique en particulier lorsque les intégrales sont généralisées.

Théoreme d’intégration terme a terme.

Soit Y fy, une série de fonctions définies sur un intervalle 1.
Si:

e > fn converge simplement sur I (on note S sa somme),
o les f,, et S sont continues par morceaux sur [

e les f, sont intégrables sur I,

L]

la série numérique Z < / | fn ()] dt> converge,
I

alors :

o la fonction S est intégrable sur I,

. /IS(t) dtzg/lfn(t)dt

Remarque.

e On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

+o00 +oo
> [nwa= [ Y noa
n=0"1 I'n=0
Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréme, et masque les problémes de
convergence des séries et des intégrales envisagées.
_ Oa cceleae. f ‘f.‘(ﬂ ld.}
 L’hypothése importante de ce théoréme est la convergence de la série > [ | fn]. I
s r
Exemp T O b e Y&
Exemple. Montrer que : / dt = . ¢
0 = @n-1) A\-é. AML ACAR_ Car.

« L’intégrabilité des f, sert a justifier I'existence des [ 1 fn
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1.2 Interversion Y / [ sur un intervalle quelconque, dans le cas d’une série positive

Théoréme d’intégration terme a terme, cas positif.

Soit Y f,, une série de fonctions définies sur un intervalle I.
Si:

o les f, sont pesikives
o >—frconverge-strrptenremnt-Stur T {or-neote—S-sasommre)
( les f, et S sont continues par morceaux sur I)
o Jes—frseont-intégrabtesstrt—
alors, dans [0, +-00] = [0, +00[ U {400} :

. /IS(t)dtzg/lfn(t) dt

Remarque.
+o0 +o00
e En particulier, I'intégrabilité de Z fn sur I équivaut a Z / fn(t)dt < +oo.
n=0 n=0"1
Exemple. Montrer que :
+o0 +oo
t 1
dt = —
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Exemple. Montrer que :
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1.4 Utilisation de la convergence dominée

Remarque. Lorsque le théoréme du paragraphe précédent ne s’applique pas (lorsque Y [, |fa| ne converge pas), on
peut chercher a appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (Sn)n des sommes partielles,
ou a celle (Ry)r des restes, de la série de fonctions Y, fn.

+oo +oo
1 (—1)
dt =
/0 1+et Z n+1

n=0

Exemple. Montrer que :
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