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2.5.3 Intégration par parties

Terminons par une formule elle aussi importante, qu’il faut appliquer avec précaution pour les intégrales généra-
lisées. Elle est en particulier utile pour établir une relation de récurrence satisfaite par une intégrale dépendant

de n.
Théoréme.
Si :
o f et gdeclasse C' sur [a,we[
o f(t)g(t) admet awe Liawl &{w&u tom
Alors :

o les intégrales de fg’ et f’'g sont de méme nature

o en cas de convergence :

f sg @ =[roo0] "~ [ Fwoa0a

Remarque. Il convient de savoir justifier une intégration par parties par une utilisation précise du théoréme précédent.
Néanmoins, lorsqu’il s’agit d’un simple calcul, on ne vérifie pas les hypotheses de régularité. Dans la pratique, on

écrit :

b , b ,
/ W(tyu(t) dt = U)o — / Ut (1) dt
a N a

en s’assurant que le « crochet» a des limites finies. La fleche montante symbolise la primitivation, et la fléche

descendante la dérivation. U désigne une primitive de u.
La convergence de l'intégrale est justifiée a posteriori par les limites finies du « crochet » et la convergence de la

nouvelle intégrale.

“+oo
Exemple. Calculer, pour n € N, I,, = / t"e~t dt.
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2.5.2 Changement de variable

Le théoréme du changement de variable est une technique efficace, et la formule doit pouvoir étre utilisée « dans

les deux sens ». L’entrainement permet d’avoir l'initiative de certains changements de variable classiques.
— 400
Le théoréeme est présenté pour pour 'étude de f(t)dt, mais se transpose aux cas d’un autre intervalle

a
semi-ouvert, d'un intervalle ouvert, et bien-siir au cas d’un segment.

Théoreme.

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,+oo[. Si ¢ : [a, B[ = [a, +00[ est :
e une bijection
¢ strictement croissante
e de classe C!

alors

—B

o les deux intégrales / f(t)dt et / (f o ) (u) ¢'(u) du sont de méme nature;

a e}

—+o0

o elles sont égales en cas de convergence.

Remarque. La convergence de l'intégrale est justifiée a posteriori par le changement de variable et la convergence de

la nouvelle intégrale.
Remarque. Dans la pratique, on dit que I'on effectue le changement de variable t = p(u) et I'on écrit :

t devient (u)
dt  devient ¢'(u)du
tdeaab devient wudeaalf

Remarque. I convient de savoir justifier un changement de variable par une utilisation précise du théoréme précédent.
Néanmoins, lorsqu’il s’agit d’un simple calcul, ou pour des changements de variable trés simples, notamment affines,
on ne précise pas les hypothéses de régularité.
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2 | Intégrales généralisées sur un intervalle quelconque

Remarque. Sans autre précision, dans cette section, a et b sont tels que —oo < a < b < +oo et I désigne un intervalle
dont les extrémités sont a et b.
Lorsque a et b sont finis et I = [a,b], il s’agit d’'un segment.
Lorsque a est fini, b = 400 et I = [a,+oo|, il s’agit du cas étudié au paragraphe précédent.

2.1 Intégrale convergente, intégrale divergente

Définition. Soit f une fonction continue par morceaux sur I.

—b

o Lorsque I = [a, b[, on dit que I'intégrale généralisée f(t) dt converge si et seulement si z — / f)de

a

b
admet une limite finie lorsque x - b. Dans ce cas, on note / f(t)dt cette limite.
< a

b b
o Lorsque I = ]a,b], on dit que l'intégrale généralisée f(t) dt converge si et seulement si x / f(t)de
x

—a

b
admet une limite finie lorsque £ — a. Dans ce cas, on note / f(t) dt cette limite.
r>a a

o Lorsque I =]a,b[, on dit que l'intégrale est doublement généralisée.
—b

Prenant c tel que a < ¢ < b, on dit qu’elle converge si et seulement si / ft)dtet f(t) dt convergent.
—a

c

b
Dans ce cas, on note / f(t)dt la somme de ces deux intégrales convergentes.
a

Remarque. Par le caractére local, cette double convergence ne dépend pas du choix de c. Par la relation de Chasles, la
valeur de 'intégrale ne dépend pas du choix de c.
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Proposition. Lorsque a (resp. b) est fini, et que f se prolonge par continuité en a (resp. b), alors l'intégrale
généralisée en a (resp. b) converge et sa valeur coincide avec I'intégrale de la fonction prolongée. On dit que
Iintégrale est faussement généralisée.

Remarque. Ca n’aurait aucun sens de parler d’intégrale faussement généralisée en +o0o.

) Usint
Exemple. Etudier la convergence de / - dt.
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2.2 Cas des fonctions positives

b
Remarque. Lorsque f est positive, on autorise I'écriture / f(t)dt = 400 en cas de divergence.

Un calcul aboutissant a un résultat fini vaut preuve de'la convergence de l'intégrale.



2.3 Exemples de référence

Intégrales de Riemann en +cc.

—+o0
L’intégrale généralisée / s dt converge si et seulement si a > 1.

4 2

ngz o cubic @~ Jo, 4]

Intégrales de Riemann en 0. /

1

1
L’intégrale généralisée / e dt converge si et seulement si o < 1.
—0




Exponentielle en +co.

——+o0
L’intégrale généralisée / e~ dt converge si et seulement si a > 0.
0

1
Logarithme en 0. L’intégrale généralisée / Int dt converge. Sa valeur est négative.
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2.4 Propriétés

Linéarité. Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur I, A et p deux scalaires. Si les intégrales

généralisées / f(t)dt et / g(t) dt convergent, alors / Af(t) + pg(t) dt converge et :
I I I

/, AF(t) + ug(t)dt = A /1 () dt + p /, g(t)dt

Corollaire. Si / f(t)dt converge et / g(t) dt diverge, alors / f(t) + g(t) dt diverge.
I I I

Remarque. Que penser de I'écriture :
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Positivité. Soit f une fonction cpm sur I d’intégrale généralisée / f(t) dt convergente.
I

Sivtel, f(t) =0, alors/f(t)dt}O.
I

Croissance. Soit f et g deux fonctions cpm sur I, d’intégrales généralisées sur I convergentes.

Si vt e I, f(t) < g(t), alors / £t dt < / o(t) dt.
I I



Remarque. Pour les intégrales généralisées convergentes, lorsque a > b, on définit par convention :
b a
a b

Relation de Chasles. Soit f une fonction continue par morceaux sur I, d’intégrale généralisée sur I convergente.
Pour tous a, b, ¢ éléments ou extrémités de I, on a :

/abf(t)dt:/acf(t)dt—i—/cbf(t)dt

avec convergence des intégrales impliquées.

1

1%

—b
Proposition. Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux, telle que I'intégrale généralisée / fe)de
soit convergente. “

b
Pour z < b, l'intégrale / f(t)dt existe, on 'appelle reste de l'intégrale convergente, et :
T

b
/ F(6)dt —0

~

! Jr)otr

7 XU

| <

b

O
B O b de o comotigone A Lot



qur

Jxrgmow - /bftmuf _ E@caow

J [y Ler)ow

= O



3 Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables

Remarque. Sauf mention contraire, I désigne un intervalle, et f une fonction continue par morceaux sur I.

3.1 Convergence absolue d’une intégrale généralisée

Définition. On dit que l'intégrale / f(t)dt est absolument convergente si et seulement si l'intégrale
I

/ |f(t)| dt converge.
I

Remarque. L’intérét de cette notion est de remplacer, lors de I’étude de la convergence d’une intégrale généralisée,
P'intégrande par une fonction positive, ce qui donne accés aux théorémes de convergence par comparaison, par
équivalent, par comparaison asymptotique, et qui sont étudiés dans cette section.

Théoréme.

Soit f continue par morceaux sur I.

Si:
. / f converge absolument i.e. / | f| converge.
I I
Alors :

° / f converge
I

° ‘/If‘sfllfl-

Remarque.

o Il s’agit bien d’une condition suffisante, mais non nécessaire.

F% sint . . .. .
La convergence, et la non convergence absolue de - dt fournit un contre-exemple classique qu’il convient
1

d’avoir a Desprit.

e Pour une fonction positive, convergence et convergence absolue de l'intégrale sont des notions équivalentes.
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3.2 Intégrabilité d’une fonction

Définition. On dit que f est intégrable sur [ lorsque f est continue par morceaux sur I et l'intégrale de f
sur I est absolument convergente.

Remarque. Lorsque l'on dit intégrable sur I, on parle donc d’une fonction, de I'intégrande d’une intégrale absolument
convergente.
Lorsque 'on dit absolument convergente, on parle d’une intégrale généralisée, dont 'intégrande est intégrable.
Pas de confusion : intégrable ne signifie pas que l'on peut simplement considérer 'intégrale de la fonction.
Pas de confusion : intégrable ne signifie pas primitivable.

Notation. On note L!(I,K) ’ensemble des fonctions intégrables sur I.

Proposition.
o Sur un segment [a, b], une fonction continue est intégrable.

o Sur un intervalle ]a, b[ borné, une fonction continue qui se prolonge par continuité en a et b est intégrable.

Remarque. SiI = [a,b], on dit que l'on étudie I'intégrabilité de f en b. L’intégrabilité de f continue (par morceaux)
sur I = [a, b] ne dépend en effet que du comportement local de f au voisinage de b.

Proposition. La fonction f est intégrable en a (resp. en b) si et seulement si t — f(a +t) (resp. t — f(b—1t))
est intégrable en 0 /#

A

§
v
o~

Oﬁx

Exemples de référence.

e In est intégrable en 0;

1
ot e est intégrable en 0 si et seulement si a < 1;

1
o ti— = est intégrable en +oo si et seulement si o > 1

o t e est intégrable en 400 si et seulement si o > 0.

ot ﬁ est intégrable en a si et seulement si o < 1.




3.3 Techniques d’étude

Remarque. Dans la pratique, pour justifier qu’une intégrale généralisée converge, on étudie sa convergence absolue
en utilisant I'un des théorémes de ce paragraphe. On identifie la (ou les) bornes de lintervalle ot 'intégrale est
généralisée en précisant la continuité (par morceaux) de l'intégrande, et on se place sur un voisinage de cette borne
(on fait deux études distinctes si I'intégrale est doublement généralisée). L’idée est de comparer lintégrande d une
fonction de référence, la comparaison devant étre « raisonnable » sur ce voisinage.

L’étude se fait donc sur l'intégrande, et non l'intégrale elle-méme. C’est pour cette raison que les résultats sont
énoncés en termes de fonctions intégrables.

Commengons par énoncer le théoréme dans le cas olt I = [a,+0o0[. On considére f, g deux fonctions continues
par morceaux sur [a,+oo].

Théoréme.
— L Ao L =00
|Si |f] < |g| et g intégrable surfasetnol[, alors f est intégrable surfa—ocl-

Théoreme.

Si f(x) = O(g(x)) et g intégrable sur=fes=t=0|, alors f est intégrable surfu;=cof

z—+

Remarque. Ce résultat s’utilise en particulier lorsque f(x) T o(g(x)).

Théoreme.
Theortme PR [
Si f(x) ~ g(x) et g intégrable smesfes=Fto], alors f est intégrable Swla—toe].

T—+

Proposition. Précisons aussi que, dans le cas ou f et g sont telles que 0 < |f| < |g| et f non intégrable sur
[a, +o0], alors g n’est pas intégrable sur [a,+o0].

fosne:  Om g g <akinlle 2n 4.
PN DM. Hvarree 0. e Do Anl . ,tp.k' (1

N

n
\IL'M.'>0./ X 1 [ £ () |l

» )

£ 3 (R [ 4

e
\."u.o(l/) d=< 2
A
Alone n\—> ({ (F) [V &)V e 'fca\f e menr2

vuawel, done 0ok ane B frai. D

- \S(H \ AN Conmrry Le ((4,.‘[25,014\ & foo-

o« » gf(’ﬁ\ = O (CJ(M}

VS



N>, Ik FyA  [{6I[ LR Ige]
Ao { jm&'ém@& e o por 4 TIXA\r (r,.ta.ob&

® S’ J(‘h\ 1:: gcu\
odpan  wn ,rwbc,.(’,q, 4('»') - O (ﬁ(u\} .



Exemple. Etudier l'intégrabilité sur un voisinage de +oo des fonctions suivantes :
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Enoncons maintenant le théoréme dans le cas ot I = 10,b]. On considére f, g deux fonctions continues par

morceaux sur |0, b].
Théoréme.

‘Si |f] < lg| et g intégrable sur 0,b], alors f est intégrable sur |0, b].

Théoreme.

Si f(z) o O(g(z)) et g intégrable sur |0, b], alors f est intégrable sur |0, b].

Théoreme.

Si f(x) o g(x) et g intégrable sur ]0,b], alors f est intégrable sur 0, b].

Exemple. Etudier intégrabilité sur un voisinage de 0 des fonctions suivantes :

Int Arctant 1
t— —— t— — t— ——

1+t tVt sint
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Remarque. Les théorémes précédents s’adaptent a tous les cas d’intervalles semi-ouverts. On préférera cependant
commencer par effectuer un changement de variable pour ramener le probléme en 0 ou en +oo, Ia ou on sait
comparer les fonctions entre elles.

, —¥7 1
Exemple. Etudier la convergence de 7 ——=dt.
0 cost— g



Méthode. On peut aussi procéder, pour des exemples un peu plus délicats, par éclatement : pour étudier la
convergence d’une intégrale généralisée, on effectue un développement limité de son intégrande et on 1’écrit
comme somme de plusieurs termes, pour lesquels on étudie séparément la convergence de l'intégrale.

sinz

—————dz?
VT +sinz

“+o0
Exemple. Comment étudier la convergence de 'intégrale /
4



3.4 Cas des fonctions positives, continues et intégrables

Théoreme.

Si f est positive, continue et intégrable, et / f(t)dt =0, alors f est la fonction nulle sur I.
I

Remarque.
e L’hypothése de continuité est importante ici.

Ce théoréme est souvent utilisé pour montrer le caractére « défini-positif» d’un produit scalaire défini par une
intégrale.

On fera référence a ce théoréme en parlant de « fonction continue, positive, d’intégrale nulle ».
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4 |Annexes

4.1 Annexe : une analogie trop séduisante avec les séries

Réfléchissons a la différence entre convergence et convergence absolue d’'une intégrale généralisée, ainsi qu’a
ces analogies avec les séries numériques, qui sont certes séduisantes, et auxquelles on pense tous. Voici deux
exemples de fonctions définies par leur graphe :

1. Cette fonction est-elle intégrable 7 A-t-elle une limite en +o0 7

Y
1+

[en)
—_
DN

o=
R
%’,|>~I o

2. Cette fonction est-elle intégrable ? Son intégrale sur [0, +o00[ est-elle convergente ?

Y
1/2 o H
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