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Intégration sur un intervalle quelcongue

1 | Intégrales généralisées sur [a, +oo|

Dans cette section, a désigne un réel fixé.

1.1 Fonctions continues par morceaux sur un intervalle

Définition. Soit [ un intervalle, et f : I — K. On dit que f est continue par morceaux sur [ si et seulement
si elle est continue par morceaux sur tout segment de I.
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Exemple. Les fonctions suivantes sont-elles continues par morceaux sur U'intervalle |0, 1] 7
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Proposition. Les fonctions continues sont continues par morceaux.
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Proposition. Les fonctions continues sont continues par morceaux.

Proposition. Les fonctions continues par morceaux sont localement bornées, i.e. :

Vo € I, 3> 0 t.9. fljzg—n,zo4n[ PONEE

ou encore :
Voo € I, In >0, IM > 0 t.q. Vz € Jxg —n,zo + 7, |f(2)| < M
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1.2 Intégrale convergente, intégrale divergente

Définition. Soit f : [a, +0o[ — K une fonction continue par morceaux. On dit que 'intégrale généralisée :
—+00
[

x
converge (ou existe) si et seulement si z — / f(t) dt admet une limite finie ¢ lorsque x — +o00. Dans ce
a

[oo f)dt=1¢

On dit que l'intégrale généralisée diverge sinon.

cas, on note :

xT
Remarque. L’intégrale / f(t) dt pourrait étre appelée « intégrale partielle » de l'intégrale généralisée.
a

Interprétation géométrique :

S T~ =i

/a "t

Caractére local de la convergence. Soit f : [a,+0o[ — K une fonction continue par morceaux. La convergence

—+o0
de l'intégrale généralisée / f(t) dt ne dépend pas du choix dans [a, +0o[ de la borne d’en bas.

Remarque. Ainsi, on peut dés maintenant retenir que la convergence d’une intégrale généralisée en +oco dépend
seulement du comportement de l'intégrande au voisinage de +00.
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Exemple. Les intégra. i =elles convergentes ?

Remarque. Les techniques d’étude de convergence seront étudiées un peu plus loin, et consisteront principalement a
comparer l'intégrande a des fonctions de références. Pour les exemples qui précédent, on travaille sur l'intégrale
partielle, en revenant & la définition, ce qui ne sera pas le réflexe a avoir. Il s’agit en effet d’exemples (rares en
pratique) ot I'on peut exprimer une primitive de 'intégrande a ’aide des fonctions usuelles.
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2.5.1 Calcul par primitivation de I'intégrande

Ce premier théoréme est une conséquence directe de la définition.
Il s’applique lorsque 'on sait exprimer une primitive de I’intégrande.
Théoreme.

Soit f continue par morceaux sur ]a, b[, dont on connait une primitive F.
—b

L’intégrale f(t)dt converge si et seulement si F' admet une limite finie ¢, en a a droite et une limite

finie £, en b z‘? gaauche.
Dans ce cas, on a :
b tSb
/ F(6)dt = [F(t)] =l —l,

t=a

Remarque. La convergence de 'intégrale est justifiée a posteriori par I'existence de limites finies du « crochet ».
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Exemple. Les intégrales suivantes sont-elles convergentes ?
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—+o0

—+o0
Re(fet [ tm(f)

——+o0
Proposition. Lorsque f est a valeurs complexes, / f converge si et seulement si /
a a
convergent.

B —+o0
Exemple. Etudier la convergence de / cos(wt)e " dt.
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1.3 Cas des fonctions positives

— 400

Lemme. Dans le cas ou l'intégrande est a valeurs positives, I'intégrale généralisée / f(t) dt converge si
a

et seulement si x +— / f(t) dt est majorée.

“+oo
Remarque. Lorsque f est positive, on autorise I'écriture / f(t)dt = 400 en cas de divergence.

Un calcul aboutissant a un résultat fini vaut preuve de'la convergence de l'intégrale.
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1.4 Primitive et intégrale généralisée

— 400
Proposition. Si f est continue sur [a,4+o00[, et que l'intégrale / f(t) dt converge, alors l'intégrale fonction

de la borne d’en bas :

x /+°° f(t)de
est dérivable, de dérivée x — —f(z).
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