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5 |Nilpotence

5.1 Endomorphisme nilpotent, indice de nilpotence

Définition. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. On dit que u € L(E) est nilpotent lorsqu’il existe
k € N tel que :
ukF =0

Dans ce cas, le plus petit entier k satisfaisant cette propriété s’appelle I'indice de niplotence de u.

Remarque. Ainsi, si u est nilpotent d’indice m, on a :

um=0 et u™l'#£0

5.2 Polynéme minimal, polynome caractéristique d’'un endomorphisme nilpotent

Proposition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E). Alors :
e 1 est nilpotent <= x, = X"

e u est nilpotent d’indice m <— m, = X™

Corollaire. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € L(F) nilpotent d’indice m. Alors :

m<n
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5.3 Nilpotence et trigonalisabilité d’'un endomorphisme

Théoréme.

sable et a 0 pour seule valeur propre.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. u € L(E) est nilpotent si et seulement s’il est trigonali-

Pree: (=] Ow ovppnc 0 alpdanl
e xM:XM peindi
Ao wjfwwu
2 Sp(a) = | aems e, § =08
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5.4 Traduction matricielle des résultats précédents

Définition. On dit que A € M,,(K) est nilpotente lorsqu’il existe k € N tel que :
AP =0

Dans ce cas, le plus petit entier k satisfaisant cette propriété s’appelle 'indice de niplotence de A.

Remarque. Ainsi, si A est nilpotent d’indice m, on a :

A" =0 e A™TN#£0

Proposition. Soit A € M,,(K). Alors :
e A est nilpotent <= x4 = X"

e A est nilpotent d’indice m <= w4 = X™

Corollaire. Soit A € M,,(K) nilpotente d’indice m. Alors :

m<n

Théoréme.

‘ A € M,,(K) est nilpotente si et seulement si elle est trigonalisable et a 0 pour seule valeur propre.

Corollaire. A € M,,(C) est nilpotente si et seulement si Sp(A) = {0}.

0 0 O
Exemple. La matrice |0 0 —1| a pour unique valeur propre réelle 0, et pourtant n’est pas nilpotente.
01 0

Remarque. Jne matrice nilpotente n’est pas toujours triangulaire. Par exemple, ( ! > est nilpotente.
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6 |Sous-espaces caractéristiques

6.1 Sous-espaces caractéristiques d’un endomorphisme

Définition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Si A est une valeur propre de u, de
multiplicité m ), on appelle sous-espace caractéristique de u associé a \ l’espace :

Na(u) = Ker ((u — Aldg)™)

.y . . ’ oy . \J c
Proposition. Avec les notations de la définition ; e W %M M"A“
o E)(u) C Nx(u)
e Ny (u) est stable par u
o Nj(u) est de dimension my

o En notant uy 'endomorphisme induit par u sur Ny(u), on a x,, = (X — A)™*.
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Théoréme.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(F). On suppose X, scindé. Alors :

E= @ Ni(w

AESp(u)

De plus, en notant :
T

Xu = H(X - )‘i)mi

1=1
ou les valeurs propres \; sont deux a deux distinctes, et les multiplicités m; sont dans [Nt, il existe une
base de E dans laquelle u est représentée par la matrice diagonale par blocs :
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Théoréme.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(F). On suppose X, scindé. Alors :

FE = @ N)\(’LL)

AESp(u)

De plus, en notant :

T

Xu = H(X - )\i)mi

1=1
ou les valeurs propres \; sont deux a deux distinctes, et les multiplicités m; sont dans N*(Aow; bl

6-34(_ de £ M‘,\F{I’L u est représentée par la matrice diagonale par blocs :
N s :
& E=D NN(M)/ Mlm, + Rt (0)
L

...............

.........
..........

~
.

ol les matrices R; sont nilpotentes.
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6.2 Sous-espaces caractéristiques d’une matrice carrée

Définition. Soit A € M, (K). Si A est une valeur propre de A, de multiplicité my, on appelle sous-espace
caractéristique de A associé a A 'espace :

Na(A) = Ker ((A — M,)™)

Proposition. Avec les notations de la définition :
. E)\(A) C N)\(A)
e N)(A) est de dimension my

1er W=
Théoreme. / <K > “

A € M, (K). On suppose x4 scindé. Alors :

M (K)= € Na(4)

AESP(A)

De plus, en notant :

T

xa =[x -x)m™

=1
ou les valeurs propres \; sont deux a deux distinctes, et les multiplicités m; sont dans N*, la matrice A
est semblable & une matrice diagonale par blocs :

)\1-[m1 + Ry (0)

(0) Ml + R,

ol les matrices R; sont triangulaires supérieures strictes.
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