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Réduction des endomorphismes et des matrices

'Je me souviens

1. Que signifie : « F' est stable par u» 7
2. Que peut-on définir lorsque F est stable par u? Comment cela se traduit matriciellement 7
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1 |Polynémes annulateurs et valeurs propres

1.1 Cas des endomorphismes

Proposition. Soit u € L(FE), z € E et P € K[X]. Si u(z) = Az, alors P(u)(z) = P(\)z.

Remarque. Rappelons que P(u) désigne un endomorphisme, que 'on évalue en z. Ca n’aurait aucun sens de chercher
a évaluer en P le vecteur u(x).
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Proposition. Si P est annulateur de u € L(FE), alors toute valeur propre de u est racine de P.
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Proposition. Si E est de dimension finie, u € L(E), alors les valeurs propres de u sont les racines du polynéme
minimal 7.

Corollaire. Si E est de dimension finie, u € L(F), alors les polynéme caractéristique x, et le polynéme
minimal 7, ont les mémes racines.

Remarque. En résumé :
e Les valeurs propres sont les racines du polynéme minimal
e Les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique

e Si P est annulateur de u, les valeurs propres sont parmi les racines de P



Exemple. On considére un projecteur p d’'un espace vectoriel de dimension finie. Calculer son polynéme carac-
téristique x,, son polynéme minimal 7, et donner un autre polyndéme, annulateur de p.



1.2 Cas des matrices
Proposition. Soit A € M,,(K), X € M1 (K) et P € K[X]. Si AX = X} alors P(4)X = P(\)X.

Proposition. Si P est annulateur de A € M,,(K), alors toute valeur propre de A est racine de P.
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Proposition. Si A € M,,(K), alors les valeurs propres de A sont s racines du polyndme minimal 7 4.

Corollaire. Si A € M, (K), alors les polynéme caractéristiqiie x4 et le polynéme minimal 74 ont les mémes

racines.
Remarque. En résumé :
e Les valeurs propres sont les racines du polypbme minimal
o Les valeurs propres sont les racines du golynéme caractéristique

e Si P est annulateur de A, les valey#s propres sont parmi les racines de P



Exemple. On considére la matrice J € M,,(K) remplie de 1. Calculer son polynéme caractéristique xs, son
polynéme minimal 7 ; et donner un autre polynéme, annulateur de J.
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Exemple. Calculer le polynéme caractéristique et le polynéme minimal de :

0 1 0o ... 0
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2 Lemme de décomposition des noyaux

2.1 Le théoreme
(e o
de décomposition des noyaux.

Soit Py, P> deux polynémes, que l'on suppose premiers entre eux (Py A P, = 1). On note P = P, Ps.
Alors, pour tout endomorphisme w :

Ker (P(u)) = Ker (Py(u)) ® Ker (P2(u))

Remarque. On peut ajouter que les projecteurs associés a cette décomposition sont des polynémes en u.
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Remarque. On peut ajouter que les projecteurs associés a cette décomposition sont des polynémes en u.
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Corollaire. Soit Pi,..., P, des polynémes deux & deux premiers entre eux. On note P = P; ... P.. Alors, pour
tout endomorphisme w :

Ker (P(u)) = @ Ker (P;(u))
i=1

Corollaire. Soit P € K[X] un polynéme annulateur non nul de v € L(E). On note :

P=AP™ .. . P™

sa décomposition en facteurs irréductibles sur K. Alors :
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2.2 Exemple d’utilisation

Exemple. On s’intéresse a ’équation différentielle :
y® + 4y +4y +3y=0  (E)
ouy : R — R est la fonction inconnue.
1. Montrer que si ¢ est solution de (E), alors ¢ est de classe C* sur R.

2. On considére u : f ~ f’ endomorphisme de E = C*®(R,R). Ecrire ’ensemble S des solutions de (E)
comme Ker (P(u)), o P € R[X] est un polynoéme que l'on précisera.

3. Décomposer P en produit de facteurs irréductibles.

4. En déduire la résolution de E par la résolution de deux équations différentielles d’ordre < 3.
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3 |Polynémes annulateurs et réduction

3.1 Une CNS de diagonalisabilité

Théoréme.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(E). Alors :
.o
w/
(‘; Ju est diagonalisable <= il existe un polynéme annulateur de u scindé a racines simples
<= m, est scindé a racines simples

(e

Proposition. On peut donc aussi écrire :

u est diagonalisable <= 7, = H (X=X
AESp(u)

Exemple. Un projecteur, une symétrie sont diagonalisables.

( %fr\ Secarcdé 4’% -=_) AL GL('&‘SM@'J&% )

Cf\ = () O’V‘ ,}"TY"“ A d!'agwo-a%&

Sos /\4,.. }\p 2, vy 25 2 sabhets
a’L

~
ee-um-, P = il—’]— O('- /\g) R7~4 Plw)= O"‘((c;)'

B g€ By () = Uan («- X T)
O(»)\;)(A) () = ©
do  P(a) (v) = O
Voo Lewdonengose  0(e) sounte nom Sogpe Ei; (o)

d’*"f o E Cen E = g,\:(«o\)



(&) = @&a)
Sesv P sends /x»y& l% Pla) = O
R Aif Ao ,‘\.,QUN"» wWiiwel, T (P

AA
df.‘-\g (lTM J,F Oa-\«-otl' 0«% .

(£21) = (A)
G W»rr.m T':;. £\ peo~ds 0%
L -Tq—l‘()<ﬂ )
“o 524_ r’\&

W 28 L dstse s,
le (K-py) oot passen e onx.
dine, o Lo Lne e ot

E = W T ()
:% on (K- pj ) @)

- ;(_39( MM(M-NJ;@)
f

(o S~V —QM&o—r\Q&l { o2t A
2 09

E‘ua, AR ,ug' & S‘, (««)
‘)\0\ > Mg & Q?{a)
do—uc AL 0()‘4 éow:rex.)é«-@ze_



