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Polyndmes d’endlomorphisme, polyndmes de matrice
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1 Polynome d’un endomorphisme

1.1 Définition
Définition. Siu € L(E), et P = pg X%+ - -+p1X—|—p0£[K[X], on définit le polynéme de I’endomorphisme w :

of.
P(u) = pau® + -+ + pru + poldf e, &
C’est un endomorphisme de E.

o zroq . dean
y
On note Klu] I’ensemble des polynémes de endomorphisme u.
On dit qu'un endomorphisme v est un polynéme de ’endomorphisme u lorsque v € K[u], i.e. lorsqu’il
existe P € K[X] tel que v = P(u).
Remarque. u* désigne uo---ou.

k fois
P(u) n'est pas de la fonction polynomiale associée a P évaluée en u.

Exemple. Avec P = X3 —2X +1, P(u) = u® — 2u + Idg, et donc P(u)(z) = u®(x) — 2u(z) + x.

Définition. On dit que P est annulateur de u lorsque P(u) = Oz (g). o
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1.2 Morphisme d’algébres P > P(u)

Théoreme.

Soit u € L(E). On note :

e ¢, est un morphisme d’algebres

o Im¢, = [K[u]

o Ker ¢, est un idéal de K[X]
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Exemple. Comme P = X3 -2X +1= (X —1)(X2+4 X —1), par le morphisme ¢,,, on déduit u® — 2u +Idg =
(u — IdE) ] (’U,2 +u— IdE)
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Proposition.

Ku]

={P(u), P € K[X]}
= Vect ((u”)neN)

K[u] est une sous-algébre commutative de L(E).
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Régles de calcul. Pour P,Q polynémes, u € L(E) et \,p € K :

(AP + pQ)(u) = AP(u) + pQ(u) =
(PQ)(u) = P(u) 0 Q(u)
P(u) et Q(u) commutent

1(u) =1dg ot e




1.3 Polynéme minimal d’un endomorphisme d’un espace de dimension finie

Définition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(F). Le morphisme :

¢u s KIX] = L05)
P +— P(u)

n’est pas injectif. Ker ¢, est un idéal non nul de (K[X],+, X), appelé idéal des polyndmes annulateurs
de w. Il existe un unique polynéme unitaire, noté m, et appelé polyndme minimal de u, tel que :

Ker¢, = (m,) = {m, Q, Q € K[X]}
:'7; KLy

Remarque. On peut aussi trouver la notation p., pour le polynéme minimal de u.
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Proposition. Pour u € L(E) ol E est de dimension finie :
Qu)=0 <= 7, |Q

7, est le polynome unitaire de plus petit degré qui annule wu.



Exemple. Déterminer le polynéme minimal d’une homothétie AIdg.
. Déterminer le polynéme minimal d’un projecteur, i.e. un endomorphisme p tel que pop = p.

. Déterminer le polynéme minimal d’une symétrie, i.e. un endomorphisme s tel que so s = Idg.

. On considére D : P+ P’ dans L(K[X]). Montrer que D n’admet pas de polynéme minimal.
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Exemple.
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On considére D : P+ P’ dans L(K[X]). Montrer
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1.4 Base de Ku|

Théoréme.

Soit u € £(E) admettant un polynéme minimal 7, et on note d = deg(m,). Alors (u*)o<r<a—1 est une

base de K[u]. i Eia_} . .«

Remarque.
o Dans le cas du théoréme, dimK[u] = deg .

e ¢y : P — P(u) induit dans le cas du théoréme un isomorphisme entre les espaces vectoriels (Kq[X],+,-) et
(U([u]v + )

e Si u n’admet pas de polynéme minimal, c’est-a-dire lorsque ¢, est injective, ¢, est un isomorphisme d’algébres
entre (K[X], +, X, ) et (K[u],+,o0,-).
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2 Polynéme d’une matrice

2.1 Définition
Définition. Si A € M, (K) et P =pg X%+ -+ p1 X + po € K[X], on définit le polyndéme de la matrice A :

P(A) zpdAd-i—-'--i-plA—l-ngn

C’est une matrice carrée.
On note K[A] I'ensemble des polynémes de la matrice A.
On dit qu’une matrice B est un polyndéme de la matrice A lorsque B € K[A4], i.e. lorsqu’il existe P € K[X]
tel que B = P(A).
Remarque. A* désigne A x --- x A.
_— [ —

k fois
P(A) n’est pas de la fonction polynomiale associée a P évaluée en A.

2.2 Morphisme d’algebres P — P(A)

Théoréeme.

Soit A € M,,(K). On note :
b4 KX] — My(K)
P — P(A)

&m V.\.'“_

e ¢4 est un morphisme d’algebres
e Im¢a =K[A]
o Ker ¢, est un idéal de K[X]




Proposition.
K[A] = {P(4), P € K[X]}
= Vect ((A")nen)

K[A] est une sous-algébre commutative de M., (K).

Régles de calcul. Pour P,Q polynémes, A € M, (K) et \,u € K:

(AP + p@Q)(A) = AP(A) + pQ(4)
(PQ)(A) = P(A) }XQ(4)

P(A) et Q(A) commutent

1(A) =1,

Si A est triangulaire, les coefficients diagonaux de P(A) sont connus :
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2.3 Polynéme minimal d’une matrice carrée

Définition. Soit A € M,,(K). Le morphisme :

da : KIX] — My(K)
P — P(A)

n’est pas injectif. Ker ¢4 est un idéal non nul de (K[X], +, x), appelé idéal des polynémes annulateurs
de A. 1l existe un unique polyndéme unitaire, noté w4 et appelé polynéme minimal de A, tel que :

Kergpa = (m4) = {ma Q, Q € K[X]}

Remarque. On peut aussi trouver la notation pa pour le polynéme minimal de A.

Proposition. Pour A € M, (K) :
QW) =0 <= 74| Q

w4 est le polyndme unitaire de plus petit degré qui annule ﬁ-
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2.4 Base de K[A]

Théoreme.

Soit A € M,,(K), w4 son polynéme mininmal, et on note d = deg(r4). Alors (A¥)o<r<a—1 est une base
de K[A].

Remarque.
o dimK[A] = degma.
e ¢a : P — P(A) induit dans le cas du théoréme un isomorphisme entre les espaces vectoriels (Kq[X],+,-) et
(KA], +, ).




3 |Lien entre les deux notions

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K, B une base de F et u € L(FE). Alors :

VP € K[X], Mat(P(u), B) = P(Mat(u, B))

LER(E) —2. Aelin)

) = ee R (R

A‘:Q >10) =
f(A)= Q P(B) Q™





















