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Compléments swr les polynomes

Je me souviens

1. Que sont les polynémes ?

2. Quelles sont les opérations sur les polynémes ?
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3. Que désigne K, [X]?
4. Enoncer le théoréme de la division euclidienne dans K[X].

9. Quels sont les idéaux de K[X]?
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5. Qu’est-ce que la fonction polynomiale associée a P 7
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6. Parlons de racines d’un polyndme.
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7. Qu’est-ce qu'un polynoéme scindé ?



8. Relations coefficients-racines.



Le programme se limite au cas ou le corps de base K est un sous-corps de C. Typiquement R, C ou Q.

1 PGCD de deux polynémes

1.1 Définition du PGCD par les idéaux
Lemme. Soit A, B € K[X]. Alors :

(A) + (B) = AK[X] + BK[X] = {AU + BV, U,V € K[ X]}
est un idéal de K[X].

Définition. Soit A, B € K[X] non tous les deux nuls. Alors il existe un unique polynéme unitaire D, appelé
PGCD de A et B, tel que :

(A) + (B) = (D) i.e. AK[X]+ BK[X] = DK[X]

Notation.

e On note AA B le PGCD de A et B.

e La relation AU + BV = A A B s’appelle relation de Bézout.

Proposition. Soit A, B deux polyndmes non nuls. Les diviseurs communs a A et B sont les diviseurs de A A B.

Remarque. On retrouve la définition de premiére année : A A B est le polynéme unitaire, de plus grand degré, qui
divise a la fois A et B.
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1.2 Algorithme d’Euclide

Proposition. Soit A, B € K[X], supposés non nuls. En notant R le reste de la division euclidienne de A par B,
ona:

ANB=BAR

Corollaire. En itérant 'utilisationde cette propriété, le degré du second polyndme est strictement décroissant,
donc les itérations se terminent avec un reste nul. Le PGCD de A et B est alors le dernier reste non nul
obtenu.

Corollaire. L’analyse de l'algorithme d’Euclide permet de construire un couple (U, V') de polynémes satisfaisant
la relation de Bézout.
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A KT )+BIKEK ) = 1. Ty

1.3 Polynémes premiers entre eux /

Définition. On dit que A et B sont premiers entre eux lorsque A A B = 1.

Remarque. Deux polynémes sont premiers entre eux lorsque les seuls diviseurs communs sont les polynémes constants.

Théoréme de Bézout.

Deux polynémes A et B sont premiers entre eux si et seulement s’il existe des polynémes U et V tels

que :
AU + BV =1

Proposition. Soit A, B deux polynémes non nuls, D un polynéme unitaire.

A:AlDetB:BlD

D =ANB < dA,, B, € K[X],
bt [ ] {Al et Bj sont premiers entre eux



2 Un peu d’arithmétique des polynomes

Lemme de Gauss.

| Soit 4,B,C € K[X]. Si A| BC et AAB=1,alors A|C.

Corollaire. Si A|C, B|Cet ANB =1, alors AB | C.
Corollaire. SiANC=1et BAC=1,alors ABAC =1.
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3 |Polynoémes irréductibles, décomposition en facteurs irréductibles

3.1 Définition

Définition. Un polynéme P est dit irréductible s’il est non constant, et que ses seuls diviseurs sont les
polyndémes constants et les polynémes associés a P, i.e. les AP ou A # 0.

Analogie. Les polynémes irréductibles sont aux polynémes ce que les nombre premiers sont aux entiers.

3.2 Propriétés

Proposition. Un polynéme P est irréductible si et seulement s’il n’existe pas de factorisation P = AB ou
0 < deg(A) < deg(P).

Proposition. Soit P irréductible, et @ quelconque. Alors soit P A Q =1, soit P | Q.

3.3 Exemples

Remarque. L’étude générale des polynémes irréductibles n’est pas au probramme. Seuls la description des irréductibles
de C[X] et R[X] est & connaftre.
La description des irréductibles de Q[X] est, par exemple, trés délicate.

Proposition.
o Dans C[X], les polynémes irréductibles sont les polynémes de degré 1. ( XA ‘)

o Dans R[X], les polyndmes irréductibles sont les polyndémes de degré 1, et ceux de degré 2 & discriminant < 0.

Remarque. X*+ 1 n’a pas de racine réelle, mais ce n’est pas up/irréductible de R[X]. /\
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3.4 Décomposition en facteurs irréductibles

Théoréme.

Tout polynéme P non constant se décompose de fagon unique (a l'ordre des facteurs prés) sous la forme :

k
P=x[[p™
i=1

ou les P; sont irréductibles unitaires, les m; dans N* et A le coefficient dominant de P.

Remarque. Cette décomposition s’écrit :
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3.5 Utilisation de la décomposition en facteurs irréductibles pour le calcul du PGCD

Proposition. Soit P, Q) deux polyndémes non nuls, que 'on décompose en facteurs irréductibles :

k k
P=X[[P" et Q=n]]P"

i=1 i=1

Les P; sont supposés irréductibles, unitaires, deux a deux distincts et les m;,n; sont des entiers éventuel-
lement nuls. Alors :

k
pged(P,Q) = H RL_M‘n(mi»ni)
=1

Proposition. Soit P, Q) deux polyndémes non nuls, que 'on décompose en facteurs irréductibles. Alors P et Q
sont premiers entre eux si et seulement s’il n’ont aucun facteur irréductible commun.
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