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Diagonalisation

'Je me souviens

1. Pour A € M,,(K), quel est ’endomorphisme canoniquement associé ?

2. Que signifie : « Fy, ..., F), sont en somme directe » ?
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1 |Eléments propres d’un endomorphisme

1.1 Définition

Définition. Soit £ un K-espace vectoriel, u € L(E) et A € K. On dit que A est valeur propre de u lorsqu’il
existe z non nul tel que :

u(zr) = Az M('})-—AM -
On dit alors que z est vecteur propre de u associé a la valeur propre .
Remarque. Insistons : il faut qu’il existe un vecteur non nul tel que...
Remarque. Un vecteur propre, c’est un vecteur non nul tel que u(z) est colinéaire a x.
Définition. On appelle équation aux éléments propres ’équation :
u(z) = A
ol l'on cherche les valeurs de A pour lesquelles il existe des solutions x non nuls & ’équation, et on cherche
ces solutions aussi.
Définition. Si \ est une valeur propre de u, on appelle sous-espace propre associé a A ’espace :
E)(u) = Ker(u — Aldg)
={z e E, u(zx) = Az}

ELVW“/\ « E s B

wed(e) A —> A(x)



1.2 Propriétés

Proposition. x est un vecteur propre de u si et seulement si la droite vectorielle Vect(z) est stable par u.
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Théoreme.

Des sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.
Plus précisément : si E est un espace vectoriel, u € L(E), et si Aq,. .., Ap sont des valeurs propres deux
a deux distinctes de u, alors la somme Ey, (u) +--- + Ey, (u) est directe. On I’écrit donc :

P
Ex(u)®---®E),(u) ou encore @E)\k(u)
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Théoréme.

Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre.
Plus précisément : si E est un espace vectoriel, u € L(E), et si (x;);cs est une famille de vecteurs propres
associés a des valeurs propres \; deux a deux distinctes, alors (x;);cr est libre.

Corollaire. Si E est de dimension finie n et u € L(F), alors u admet au plus n valeurs propres distinctes.
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Corollaire. Si FE est de dimension finie n et u € L(E), alors u admet au plus n valeurs propres distinctes.
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Proposition. Soit u,v € L(E), avec uov =vowu. Alors :

o Tout sous-espace propre de u est stable par v

o Kerwu et Imwu sont stables par v Q
Kb.(M- ~A T

Mg ¢ a Hauwon'r mrs~-i~s




1.3 Exemples

Exemple. Soit E un espace vectoriel. Déterminer les éléments propres de :
1. p projeteur de E
2. s symétrie de E
3. h homothétie de rapport k
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Exemple. Déterminer les éléments propres de :

1. w: KX] — KX]
P —~ P

2. v:C®RR) — C®(R,R)
o= f
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Exemple.

Donner un exempl

e simple d

’endomorphisme du plan euclidien usuel

qui n’a aucune valeur propre.




1.4 En dimension finie

Remarque. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Pour A € K, on a :

A valeur propre de uw <= Jx # Og, u(zr) = \x
7 < Ker(u — \ldg) # {0g}
<= u — Aldg non injective

<= u — Aldg non bijective car u endomorphisme de E qui est de dimension finie.
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Définition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). On appelle spectre de u :

Sp(u) = {X € K, u— Ndg ¢ GL(E)}
= {X € K, X valeur propre de u}

Proposition. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et v € L(E). Alors :

u € GL(E) < 0 ¢ Sp(u)
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2 Eléments propres d’'une matrice carrée

2.1 Définition

Définition. Soit A € M,,(K). Les éléments propres de A sont les éléments propres de 'endomorphisme de
M ,1(K) qui lui est canoniquement associé :

up - Mnl([K) — Mnl([K)
X = AX

Ainsi, A est une valeur propre de A s’il existe une matrice colonne non nulle X telle que AX = AX. On
dit alors que X est un vecteur propre de A, associé a \. L’espace E)(A) = Ker(A — AI,,) est 'espace
propre associé a \, et I’équation :

AX = )2X

est ’équation aux éléments propres. Le spectre de A, noté Sp(A), est ’ensemble des valeurs propres
de A.

AL =/\X
%

2.2 Critére d’inversibilité

Proposition. Avec les notations de la défnition :

A€ GL,(K) <= 0¢ Sp(A)



2.3 Un mot sur le corps de base

Remarque. Si A € M, (R), on a A € M,(C). On peut donc chercher les valeurs propres réelles ou les valeurs propres
complexes de A. On note Spgr(A) et Spe(A) et on a :

Spr(A) C Spc(4)

Exemple. Déterminer les valeurs propres de <(1) —0 1)

Proposition. Plus généralement, si K est un sous-corps de K’ et A € M,,(K), alors Spy(A) C Spy.(4).
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3 | Eléments propres d’'une matrice carrée représentant un endomorphisme

3.1 Lien entre matrice et endomorphisme

Proposition. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n, B une base de E, u € L(E) et A = Mat(u, B).

e Les valeurs propres de A sont les valeurs propres de u :
Sp(A) = Sp(u)
e Les vecteurs propres de A sont les matrices des vecteurs propres de u :

X €eE\A) <= AX =)X
— u(z) =\
< z € E\(u)

% o K?«égob.&

ou X = Matg(z).
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3.2 Eléments propres et matrices semblables
Proposition. Soit A, B € M,(K) deux matrices semblables, P € GL,(K) telle que A = PBP~*.

e Les valeurs propres de A sont les valeurs propres de B :

Sp(A) = Sp(B)

e Les vecteurs propres de A et les vecteurs propres de B sont liés par la formule de changement de base :

X € Ex(A) < AX = )X
& PBP'X =\X
& B(P7'X) = A(P'X)
= P7'X € E\(B)

X — P71X est un isomorphisme de E)(A) — E\(B).
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4 P:)Iynﬁme caractéristique

4.1 Polynéme caractéristique d’'une matrice
Définition. Pour A € M, (K), on définit :

x4 = det(XI, — A) € K[X]

appelé le polynéme caractéristique de A.
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Proposition. x4 est de degré n et on connait a priori quelques coefficients :

xa =det(XT, — A) = X" —tr(A) X"+ 4+ (=1)" det(A)
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