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Déterminants

1 Déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base

1.1 Déterminant dans une base

Définition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et B = (ey,...,e,) une base de E. Soit z1,.

n vecteurs, et on note (a;;)1<ign les coordonnées de x; dans la base B. On a :

detg(xy,...,2,) = Z €(0)ag(1)1 - - - Go(n)n
ceES,

Proposition. detp est une forme n-linéaire alternée sur E. Elle est aussi antisymétrique.

a,, § 1, 5.2
€ |G
A

Théoreme de structure.

c Ty

>

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n.
L’espace des formes n-linéaires alternées sur £
est un K-espace vectoriel de dimension 1.

M
‘11 = Za'&{ ¢
A=t

(21,005 in)€E[1,n]™

n n
P21, .., xn) = ¢( Z @iy1€ip,y -, Z ainnein)

11=1 inp=1

= Z @iyl Qipn@(€ir, - €6y)

= > G Ty ®(Co(1)s - - Ca(n))

o: [1,n]—[1,n]

en posant o(k) = iy,

o: [1,n]—[1,n]
o bijective

= Z ao’(l)l---aa(n)n¢(ea(1)7---7ea(n))

car ¢ est alternée

eSSy,

= Z Ao (1)1 - -+ aa(n)n5(0)¢(el) sy en)

car ¢ est antisymétrique

€S,
Théoréme de structure.

( Z E(J)aa(l)l s aa(n)n)¢(elv SRR en)

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n
et B = (e1,...,e,) une base. Il existe une
unique forme n-linéaire alternée ¢ sur E telle
que ¢(eq,...,e,) = 1. Et toute forme n-linéaire
alternée est de la forme \¢, avec A € K.
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1.2 Changement de base

Proposition. Soit B et B’ deux bases de E.
Alors, pour tout (x1,...,x,) € E™:

detp(xy,...,x,) = detg(B') detg (v1,...,7y)

(,_A_w_;l- ’V.CJ‘ &’W\ A Shacliine .



1.3 Déterminant et indépendance linéaire

Proposition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et B une base de E. Alors, pour tout (z1,...,z,) €
E™:
detp(z1,...,2,) =0 < (21,...,2,) est liée
Corollaire.

detg(x1,...,2,) #0 < (x1,...,2,) est une base de F



2 Déterminant d’un endomorphisme

Définition. Soit u endomorphisme de E espace vectoriel de dimension n. Pour toute base B de E et toute
famille (z4,..., z,) € E™:

detg(u(z1), ..., u(zy)) = det(u) detp(zy, . . ., )
En particulier, en notant B = (e1,...,ep) :

det(u) = det, .. ey (uler),. .., u(en))

E Ao dim . 35.3
Do €4 ()
o difzl  dab ()
dov . Ple) —s IK
P W o

AL, (m,!c’rz E™ . K
(ta- - m) —= ity (o) «u(w)
q’p e\ m-Cacen
(o an lonces ok by - Goncmi)
ek oLt
(e detg alG.c)
doe €3 form e loviars allinis |
Vel (AU/B )
Joi DAEW & $= A olarg

) eokshehe
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Proposition.

o Yu,v € L(E), det(uov) = det(u) det(v)

i |

* uSLL(E) < det(u) #0 et{iz(::') - det(w)
Ceen -
Q 6'50« !\')o& . -
V"M' Yem e

AL[?B (Mou- (ne) - - uo'\r(m..‘))
= g [ (wla) - 4l (o) )
= dor(w) x Ay (V00 V(ma)  df dedie)
= dablw) % Adb(v) (e xa) “ o)
= Jib_g (9(4 .- o)
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3 |Déterminant d’une matrice carrée

Formule.

det(A) = Y &(0)ao()1 - - To(nyn
oS,

Proposition. L’expression de det(A) est polynomiale en les coefficients de A.

Remarque. C’est argument utilisé pour justifier la continuité de A — det(A) sur M, (K) Iorsque K = R ou K = C.

ule) - . aufea)

q

&M Sz A' - ¢
! e
Proposition. “
o Si A est la matrice de u € £(E) dans la base B, alors det(A) = det(u).
o Si A est la matrice de la famille (z1,...,z,) de E dans la base B, alors det(A) = detp(z1,...,Tn).

o A est la matrice de la famille de ses colonnes (Ci,...,C,) dans la base canonique de ./\/ln((IK))7 donc
det(A) = detpase canonique(cl, ey Cn)

IQMS&AIAA §1.



Proposition. Pour des matrices carrées, on a :
o det(AB) = det(A) det(B)
o det(AA) = A" det(A)
o/det(AT) = det(A)

1

» A€ GLy(K) <= det(A) # 0 et det(A™") = Sy

¢ Deux matrices semblables ont le méme déterminant

deb (AA) = el (rcy,.., M)
= AU, (Co MG, .., AC
= XA, (G .., Cu)
= A (A )

dev (3T,) = 3. 4 N B

M (AT) = dev (A)

dw (K)~ 2 ECv) a!

r
.. o
red 01 0 ()

~

O A Ca(a)'((\/géu

Z c¢(m « .-

(73
re:@: 40-(4) ’ va‘j
M‘r
() a((m)
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4 |Calcul de déterminants

4.1 Développement par rapport a une ligne, a une colonne

Définition. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Pour tout 4, j, on note A; ; le déterminant de la matrice carrée
(n —1) x (n — 1) obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A. On l'appelle le mineur
associé a a;;.

On appelle cofacteur de a;; la quantité (—1)"T7A, ;.

Théoréeme.

Le développement par rapport a la j-éme colonne est :
n
det(4) = > (-1)"Ha; ;A
i=1
Le développement par rapport a la i-éme ligne est :

det(4) = > (-1)Ha; ;A
j=1

o2
i
o

Gy - - a43’.( Mg - = Pan
c
A«’ T= a{-—ut " ai—(,a',( O g a';-f Cyer v WU~
d :
‘ -




LRl
Proposition.
A x (Com(A))" = (Com(A))" x A = det(A) I,
et donc, si det(A) # 0 :

-1 _ 1
A= — @ (Com(A)) "



4.2 Déterminant de matrices diagonales, triangulaire

Proposition. Si A est triangulaire (et donc si A est diagonale), det(A) est le produit des coefficients diagonaux :

ay; a2 ... ... A1n
0 a2 ) n
=alla22-~-ann:]:[aii
i=1
. An—1,n
0o ... ... 0 Ann

v b= 2 € apy, - ot

T(t) 47 W

i £($d) q« .-

Q.

3
g

Aok (A) - (TZG-(SC. ) A = gt
Sy Ao [Fen 24 P-oz(u.ih {M)
d-L M C-T/\wa /lwds HAon c,awl M‘e'w\

A oaol ‘6}«4(}(&9«7#)

[



4.3 Opérations sur les lignes et les colonnes

Proposition.
e Lo Ej : échanger deux Heres multiplie le déterminant par —1
. Q — é'z + ALj, ol i # j : ajouter & une %gune CL des autres ne modifie pas le déterminant

. Q, — ACi, ou A # 0 : multiplier une ﬁ%"n? par A multiplie le déterminant par A. Mais on raisonne en
pratique par égalité, en pensant qu’'on factorise par A dans la dgue 7.

M(A)f J‘U’Q‘M (C’l/"/ &/ © - Ca‘/"' C"")

= —daby,. (G... S5, .. Co, o Cu)

7¢v au“l}?au e
C =G 2G
det g, CCay oy CaAG o, Cpen, Ca)

:AJ-"@CC,’I.../ Cy,’/ - - Cﬂ:/ .-;,Cw)
+/"\ MCOA—- (C’l. iy Ca o Cy/ "’/C"")

poo po. Lenweldd
=ah1,w CC. .. C, -- £ - C,..) + O
o o,
C;, < 2

deby, (Cpeey AC, .-, G)

/

= )\ A'Uf((q C,,_', ~ Cm)

Cen S 7

e an- ,ZIMa,&H



4.4 Déterminants par blocs

Proposition. Soit A, C' deux matrices carrées. On considere la matrice triangulaire par blocs définie par :
A B
M =
(0 ¢)

det M = det(A) x det(C)

Alors :

E ) C b we w?wa(,cycaw&




O’*\ /\-b-ua&?ﬁk c,zw.. e,g V7 VI (fm /},-6'4.[@\-'. ol GAnes.
DMC Ta« 2 Ht e S“wc(ﬁ«/ AR exoli ANEIK %\

[ Cfl/\p&‘b



e
O C
K
dat (C)

Ao A= do (©) i = Aak(Q) deby
oo b»\xrwlfi‘w@dr Cune (Cq e Ca) = cobou, J A

A b
Aur ( ........... ) - Al(c) x dﬁ‘”z (el ot )
= de} () del-(A)



Proposition. Soit A une matrice triangulaire par blocs :

Y N
0 A, :
A=1| : -
: Y 3
0o - ... 0 A,

Alors :
det A = det A; det Ay...det 4,

@wm'c (hr I



4.5 Deéterminant de Vandermonde

Résultat. Pour aj,ao,..., an dans K, le déterminant de Vandermonde :

2 —1

1 a1 af - a{’l 1 ~- . 1
2 —

1 ay a3 -+ ay _ ad [~ &%

V(al,ag,...,an): . 3 . - . N

2 —1 °

1 an a; --- ap avwl wer

” e o a“
vaut :
H (a; — ai)
1<i<j<n
n—1 n

Remarque. II faut comprendre qu’il s’agit d’un produit double : H H (aj — ai).
i=1 j=it1

VM:" &&JNN’!F& wne Al Ao Alcrinnnnce

o(',(_ an L(M 6'-\1:4 V(oq. .- am) A V(ad"" OM-I )

V[a,“-.. Go.) 2 y ;
L gt o
4 (= .t
We1 W q —_— av\”
27 " -

LB ~ @ Ly dews ol
! Orolre
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