3 |Interlude : le groupe (Z/nZ,+)

Proposition. Pour n € N, la relation de congruence modulo n sur Z est définie par :
a=bln] < a-benZ
< nla-b
C’est une relation d’équivalence.

Remarque. Sin =0, il s’agit simplement de I’égalité. Si n = 1, tous les entiers sont en relation.
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Proposition. Pour n > 2, il y a exactement n classes d’équivalences :

{0,1,..., n—1}

Définition. On note Z/nZ = {0,1,..., n — 1}, appelé « Z sur nZ ».

Remarque. On a bien Card (Z/nZ) = n.
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Proposition. Pour n > 2, il existe une unique loi de groupe sur Z/nZ, encore notée +, pour laquelle 'application
7+ k — k soit un morphisme de groupes, i.e. :

Va,beZ, a+b=a+b

De plus, Kerm = nZ.

Remarque. Ainsi, pour additionner deux classes d’équivalences, on additionne deux représentants de ces classes d’équi-
valences.

Corollaire. Pourne N*,aec Z/nZ et k € Z,
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Proposition. Muni de cette loi, (Z/nZ7 —l—) est donc bien un groupe commutatif.



Exemple. Construire la table de la loi 4+ dans Z/47.
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Générateurs de Z/nZ.

Soit n entier > 2. Sont équivalentes :
(i) Z/nZ = (3)
o - C— q— —
(71) il existe k € N tel que ka =1 L’\ =A

(731) aAn =1

ReMmarque. Ainsi, (Z/nZ,+) est engendré par chaque k, ot k € {0, ..., n — 1} est premier avec n.

xemple. Donner la liste des éléments qui engendrent (Z/12Z,+).
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Comment définir un morphisme Z/nZ — G.
Soit n entier > 2, et 7 : Z — Z/nZ .
E - k
Si G est un groupe et f : Z — G un morphisme de groupes, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(z) il existe un morphisme g : Z/nZ — G tel que f =gorm

%) nZ C Ker f

emarque. Ainsi, pour définir un morphisme de groupe Z/nZ — G, on définit un morphisme de groupe Z — G dont

le noyau contient nZ, et on « passe au quotient ».

Proposition. Les groupes (Z/nZ,+) et (U, X) sont isomorphes.
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