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2 |Régularité de la somme d’une série de fonctions

2.1 Transfert de continuité

Théoreme.

Soit Y f une série de fonctions définies sur I.
Sic:

e Y fn converge uniformément sur I (on note S sa somme),
e pour tout n, f, est continue sur I,
alors :

o S est continue sur I.

a

Réisonnement classique. Si ) f, converge uniformément sur tout segment [a,b] C I, et si les f,, sont continues
sur I, alors S est continue sur tout [a,b] C I donc sur I.

Remarque. Ce résultat, qui exploite le caractére local de la continuité, s’adapte aussi lorsque la convergence uniforme
est vérifiée sur une famille d’intervalles adaptés a la situation.
4o
x .
Exemple. On note exp(z) = Z — Montrer que exp est continue sur R.
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2.2 Théoréme de la double limite

Théoréme de la double limite.

Si:

e pour tout n, f,, admet une limite finie ¢,, en a,
alors :

o la série Y ¢, converge (on note ¢ sa somme),

o la fonction S admet une limite en a,

o cette limite est égale a /.

Soit Y f,, une série de fonctions définies sur I et a une extrémité de I (éventuellement infinie).

e Y fn converge uniformément sur I (on note S sa somme),

Preuve. La démonstration est hors programme.

Remarque. On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

+oo
lim (Z fn(:v)>

—+oo

=2 (tim @)

mais cette « formule» ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréeme, et masque les problémes de

convergence des séries et d’existence des limites envisagées.

+o0

—1)"
Exemple. Pour z > 0, on note f(z) = Z %
r+n

n=0
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Exemple. On s’intéresse a la série Y 2™, qui converge simplement sur | — 1, 1[. Utiliser le théoréme de la double
limite pour montrer que la convergence n’est pas uniforme sur | — 1, 1[.
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2.3 Somme d’une série de fonctions de classe C!

Théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions.

Soit > f,, une série de fonctions définies sur I.
Si:

e > fn converge simplement sur I (on note S sa somme),

 pour tout n, f, est de classe C' sur I,

o la série des dérivées 3 f/ converge uniformément sur I,
alors :

o S est de classe C! sur I,

+oo
o pour tout z : §’'(z) = Z f(z).
n=0

Remarque.

e On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

d +o0o 400 dfn
anzzofn(x) = nzzog(w)

qui explique le nom du théoréme. Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréme,
et masque les probléemes de convergence des séries et d’existence des dérivées envisagées.

o La convergence uniforme de Y, f, n’entraine pas la dérivabilité de la somme.

e Comme la dérivabilité est une propriété locale, on peut remplacer I’hypothése de convergence uniforme sur I

de Y fh, par I'hypothése moins forte de convergence uniforme sur tout segment de I, ou d’autres intervalles
adaptés a la situation.

Remarque. Etudier les variations de la somme f d’une série de fonction, c’est d’abord comparer f(z) et f(y) pour
x < y, ce qui peut souvent se faire en comparant les « sommandes », sans faire appel au théoréme de classe C*, lourd
a mettre en ceuvre.
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Exemple. Etudier la dérivabilité de la somme de la série Z -5
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2.4 Extension aux fonctions de classes C*

Théoreme.

Soit > f, une série de fonctions définie sur I, et k € N*.
Si:

« pour tout n, f, est de classe C* sur I,
e pourtout 0 < j<k—1,> fT(Lj ) converge simplement sur I,
o la série ) f,(lk) converge uniformément sur I,

alors :

+oco0

o la somme S = Y f, est de classe Cksur I
n=0

o pour tout 1 < j < k, SY) = Zfr(tj)-

n=0

Remarque.

e On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

4o ) +oo
(Z fn> (@) => @
n=0

n=0

Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréme, et masque les problémes
d’existence des limites et dérivées envisagées.

e Comme la dérivabilité est une propriété locale, on peut remplacer I’hypothése de convergence uniforme sur I
des > f,(lk) par I’hypothése moins forte de convergence uniforme sur tout segment de I, ou d’autres intervalles
adaptés a la situation.

o Pour montrer que S est de classe C*°, on montre la convergence simple de Y fn et la convergence uniforme de
toutes les > f,(f), pour j > 1.
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Exemple. Montrer que x — Z i est de classe C? sur R.
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