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gM Pl * 530. Suites de fonctions numérigues

Exemple. On considére la suite de fonctions (f,,), définie par :

,nx2efnw

fule) = — ==
1. Déterminer la limite de f,, en 0.
2. Etudier la convergence simple de (f,,), sur RY%.

3. Utiliser le théoréme de la double limite pour montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme sur R .

4. Etudier la convergence uniforme de (f,), sur tout [a, +oo[, a > 0.

'Dérivation

Limite d’une suite de fonctions de classe C'

Théoréme de dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions.

Soit (f)n une suite de fonctions définies sur I intervalle.
Si

o pour tout n, f, est de classe C! sur I,

e (fn)n converge simplement sur I vers f,

o la suite des fonctions dérivées (f! ), converge uniformément sur I vers une fonction g,
alors :

o f est de classe C! sur I,

o f/:g

Remarque.

e On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

d . . d

I (nEToo f"(“f)) =, Him (af"(x))
qui explique le nom du théoréme. Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréme,
et masque les problémes d’existence des limites et dérivées envisagées.

e La convergence uniforme de (fn)n n’entraine pas la dérivabilité de la limite.

e Comme la dérivabilité est une propriété locale, on peut remplacer I’hypothése de convergence uniforme sur [
de (f)n par I’hypothése moins forte de convergence uniforme sur tout segment de I, ou d’autres intervalles
adaptés a la situation.

Exemple. Etudier la convergence et la dérivabilité de la limite de la suite de fonctions définies par :

fn(z) =1/ 22 +%

Extension aux fonctions de classe C*

Théoréme.

Soit (f)n une suite de fonctions définie sur I intervalle, et k € N*.
Si:
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« pour tout n, f, est de classe C* sur I,

e pourtout 0 < j<k—1,( Al ))n converge simplement sur I vers une fonction g;,
o la suite ( f,(lk))n converge uniformément sur I vers une fonction gy,
alors :

o la limite simple go de (f,), est de classe C* sur [

o pour tout 1 < j <k, g(()j) =gj.

Remarque.

e On peut symboliser la conclusion de ce théoréme par :

qui explique le nom du théoréme. Mais cette « formule » ne présente pas les hypothéses d’application de ce théoréme,
et masque les problemes d’existence des limites et dérivées envisagées.

e Comme la dérivabilité est une propriété locale, on peut remplacer ’hypothése de convergence uniforme sur I

des ( f,(Lk))n par I’hypothése moins forte de convergence uniforme sur tout segment de I, ou d’autres intervalles
adaptés a la situation.

e Pour montrer que go est de classe C*°, on montre la convergence simple de (fn)n et la convergence uniforme de
toutes les ( T(L]))n, pour j > 1.

8 | Théoréemes d’approximation uniforme

8.1 Approximation par des fonctions en escalier

Théoréme.

Toute fonction continue (par morceaux) sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une suite
de fonctions en escalier.

8.2 Approximation par des fonctions polynomiales

Théoreme de Weierstrass.

Toute fonction continue sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une suite de fonctions
polynomiales.

Remarque. On parle ici de fonctions numériques (a valeurs dans R ou C). L’hypothése de continuité est importante,
celle de segment aussi.
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