Ce dlevoir est constitué de trois probhlémes indépendants.
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Probléeme 1

Inn
On étudie la nature (convergence ou divergence) de la série Z ——2" suivant les valeurs du nombre
nz=2 n
complexe z.
Inn
. On suppose z € C et |z| # 1. Etudier la nature de la série Z 2" TreweMy a— &
n=2 b‘g‘
Inn o
. On suppose z = 1. Etudier la nature de la série Z
n=2
Inn
. On suppose z = —1. Etudier la nature de la série Z 2"
n=2

E On suppose dans toute cette question |z| =1, z # 1.
On fixe un réel 6 tel que z = €, et on définit, pour tout n > 1 :

Inn Z
Un - — et O-n elke

(a) Montrer que la suite (an(e))n>1 est bornée.

(b) Montrer que, pour tout n > 2,

n—1
Z %zk — Z(’Uk — Vk41)0k(0) —v201(0) + v,0,(0) Al

k=2 k=2

(¢) En déduire que la série E —z converge.
n
n=2

Sor € /,u«.o& <
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Probléme 2

Pour éviter toute confusion, on attire I'attention des candidats sur la typographie, dans le sujet, des
relations de comparaison usuelles : O («grand O », relation de domination) et o (« petit o », relation
de négligeabilité).

On rappelle I'inégalité de Taylor-Lagrange : si f est une fonction de classe C" sur [a, b], a valeurs réelles
ou complexes, alors

n—1 —a k
16y -3 O )

k=0

< (b:—a)n Sup (If"”l)

l! [a,b]

Partie 1. Convergence des séries de Riemann

Soit f une fonction réelle, définie continue et décroissante sur [a,+oc[, ot @ € R. Montrer, que
pour tout entier k € [a + 1, +oc|, on a

k+1

k
flz)dz < f(k) < f(z)dzx
k k—1

1
En déduire la nature de la série de Riemann E — selon la valeur de o € R.
n

nz=1

+00 1
En cas de convergence, on pose S(a) B P
n
n=1

Pour tout réel @ > 1, montrer que 1 < S(a) <1+ T
a —

Partie 2. Etude asymptotique du reste

Dans la suite du probleme, pour tout réel a > 1 et tout n € N*, on pose :

tooy
Ru(a) =) o

k=n

En utilisant I'encadrement montré au début du probleme, montrer que :

Rn(a) = W +0 (niﬂ>

1
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = m
En appliquant par exemple a f une inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que, pour tout & € N* :
1 a 1
Je+1) = f(k) = 5 = 5t T Ak

ala+1)

out A est un réel vérifiant |Ay| < Gt

En déduire que :

1 1 1
R,(a) = 0
(@) (v — 1)ne-1t * 2n® * (n‘*“)
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On rappelle I'inégalité de Taylor-Lagrange : si f est une fonction de classe C™ sur [a, b], & valeurs réelles

ou complexes, alors
U ) M.
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Probléme 3

Soit (ay,)n>0 une suite de nombres complexes. On dit qu’elle est C-convergente si la suite (m,,),>0
définie par
Yn =0 my, =

est convergente et on appelle alors C-limite de (ay,)n=0 la limite de la suite (1, )n=0.

Montrer que toute suite convergente est C'-convergente. (é:ﬁk -
Donner un exemple de suite C-convergente mais non convergente.
Exprimer a,, a I'aide de m,, et m, 1.

’ . . . . a {3
En déduire que si la suite (a,)n=0 est C-convergente alors lim — = 0.
n—+oc N

On définit, si o € ]0,1[, a,, = (=1)"n*. On pose b, = a,, + a,1. Montrer que la suite (b,)

n

E br a l'aide de my,, ap et an41 puis montrer que (a,) est
k=0

converge vers (; exprimer
n—+1

C-convergente.

(a) Pour tout entier n > 0 et tout nombre complexe z, on définit

Sn(z) = i: 2*
k=0

So(2) +51(2) + -+ + Sn(2)

n+1 '
Déterminer I'ensemble F' des nombres complexes de module 1 pour lesquels la suite (S, (2)),,~q
est C-convergente et déterminer la limite de la suite (07,(2)),,5¢-

et on pose : 0,(2) =

(b) Soit a € ]0, 1[, A € R. Pour tout entier n > 0 et tout nombre complexe z, on définit

n
To(z) =) (14 ae*?)2*
k=

To(z) + Ti(z) + -+ + Tn(z2)

n+1 '
Déterminer I'ensemble G des nombres complexes de module 1 pour lesquels la suite (75,(2)),,»
est C-convergente et déterminer la limite de la suite (7,(2)),,-

o

et on pose : 7,(2) =



Les questions suivantes sont indépendantes des précédentes.
Dans la suite, si A € C, on note ey : t — e

On pose, pour tout entier naturel N = 0,

il
K= 3 (1o ) o

j=—N

(a) Montrer que, si N > 1,

N .
2j .
Ky(t) = 1+;N+ L eos (N +1-5j)t)

2
. t
Sin (‘é‘)

(b) Montrer que pour tout t € R\ 27

~r

sin (N S t) ’ Cowe ?’M‘r\r &2 Jg= RPN £
puis que : Ky(t) = N1 f : N f;i\(ﬁ'ﬂ')
sin (5) _ QJ' 7 L_ 4 - < s

)
~t r
On consideére dorénavant un entier n > 1, des nombres réels Ay, ..., A\, A, 41 linéairemer ’ﬁfdéendants
sur Q (c’est-a-dire que la famille (A1, ..., Ay, Ans1) est libre dans le Q-espace vectoriel R), des nombres
réels positifs rq,..., 41 et des nombres réels aq,...,an41.

n+1
Pour j =1,...,n+ 1 on pose a; = r;€* et pour tout = € R, f(x) = ro + Z a; e,
=1

(a) Montrer que, pour tout A € R, la fonction

1 xT
T —/ ex(t)dt

2 |,

admet une limite quand = — +o0.
n+1

(b) Pour tout entier N = 0, on pose gy (x) = H Kn(Apx+a,). Ecrire gy comme combinaison

p=1

linéaire de fonctions e) avec A de la forme

A=jM+ +ins1iAns1 s Jeeosdnsr € {=N,... N}
En déduire que la fonction

1 xT
— t)dt
v gz [ ot

admet une limite quand x — +oc, calculer cette limite.

(¢) Montrer que la fonction
1 T
T o /_I f(t)gn(t)dt

n+1
admet une limite quand = — +o00, et que cette limite vaut ry + —— Z ;.

N+lj=1



