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Technique de comparaison série-intégrale

n
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Exemple. Déterminer un équivalent simple de — ] .
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Technique de comparaison. Soit f une fonction continue par morceaux, positive et décroissante.

e Encadrements élémentaires : par décroissance de f, on a :

f(n)
fln+1)

En sommant ces inégalités, on obtient :

N N N-1 N+1 N N
> ot [ swa< Y fm o« [ soa< Y fm< [ sy
n=no+1 o n=nqo no n=no no—

——+00
Si la série Z f(n) converge, alors l'intégrale / f(t)dt converge.

—+00
Si I'intégrale / f(t)dt converge, alors la série Z f(n) converge.

En cas de convergence, on a un encadrement des restes de E f(n):

+o00 +oo +oo
[ swa< > oqm< [ swa
no+1 n=ng+1 no

qui permet souvent d’obtenir un équivalent.

En cas de divergence, ’encadrement déja vu des sommes partielles de Z f(n) permet souvent d’obtenir
un équivalent.



o Ces inégalités s’adaptent au cas ou f est croissante.

¢ On présentera toujours un schéma pour illustrer les inégalités annoncées.




3 Produit de Cauchy de deux séries

Définition. Soit > u, et > v, deux séries numériques. On appelle produit de Cauchy de ces deux séries la
série > w, ou :
n
Wn = Y UkUp_k
k=0

Remarque. Dans cette définition, toutes les séries sont indexées a partir de 0. En pratique, on nomme les séries
concernées, et on les complétent éventuellement avec des termes nulles pour coincider avec la définition.

Remarque. On peut aussi noter w, = Z UpVyq.
ptg=n
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Théoreme.

On conserve les notations de la définition.
Sidu, et > v, convergent absolument, alors ) w, converge absolument et on a :
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Exemple. Pour z € C, on définit e* = Z

‘oo n

|
0 n:

z ’ ’
“_. Montrer que : e*T% =e* x e* .
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n
, 1
Exemple. Etudier la série de terme général w,, = E T2 k-
k=1
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4 % de d'Alembert

Remarque. Cette régle est mentionnée dans le programme, mais c’est un résultat peu utile pour I’étude des séries
numériques, et il ne doit pas cacher le principe du résultat : on compare le terme général de la série a étudier a une
série de référence — ici, une série géométrique.

y& de d’Alembert. Soit Y u, une série numérique dont le terme général ne s’annule pas. On suppose que
Un+1
[z

1. Si ¢ < 1, alors la série Y u,, converge absolument.

——leR.
n—-+oo

2. Si £ > 1, alors la série Y u,, diverge grossiérement.

3. Si £ =1, on ne peut pas conclure. 9, lu”’*’ \ Ulm ,’t,, He Z,.M
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Exemple. Peut-on appliquer la régle de d’Alembert aux séries suivantes ?
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