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Séries numérigues

1. Qu’est-ce qu'une série numérique ?
n
2. Quelles sont les motations associées ?
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3. Que signifie « série grossiérement divergente » 7

4. « Etudier une série », ¢a veut dire quoi ?
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5. Le cas de la série géométrique 7

e M
,7 AL ql (’(U(I% Ly Cony—

:g
1
| =
R
/AN
P-

IR

Y \\'v.\ A
| e
EaE
A= M=o
Z 3

N4t W 4+ WU

1




6.

Le cas des séries de Riemann ?
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uoi, le «lien suite-série » ?
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8. Comment étudier une série & termes réels positifs 7
Cor M—d—4 & Ce e AHae At
S o Lk y ﬁﬂo
° Sa B £ | .
o AN
Ar 5- [ Cos & AKX i.’-‘-
Ao g faney (feas 250 )
AC)-\& Z rn C,su-.u-g
[
PR MMoassg er de cormcer
,
P’y C/*t' Mo = o’(\ V‘m) Cm Aan = O fU\.M)
i IS C_e«m'/L%(
X e— S- an, Concente
=l O~
gl 'i U/u\ d_,\';,u-caz ('ﬁcn Con ¢~,Qu- 5
L (;f A (A VARK 2 VAP
M Nhlan, |2 o
‘p& —
e, 2 AL Coenge
¥ a3 0o
a :_—_ AA
Co 2 d“""g. 2 W, 614\703{ :
-t /' Va ~\
APt (norunm & se dabipmle oo - )
] 0 i:ap”’ ( Eas d /
N




9. Comment étudier une série numériques, a termes réels ou complexes ?
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Technique de comparaison série-intégrale

n

1
Exemple. Déterminer un équivalent simple de ( —) .
n

= vk




Technique de comparaison. Soit f une fonction continue par morceaux, positive et décroissante.

e Encadrements élémentaires : par décroissance de f, on a :

f(n)
fln+1)

En sommant ces inégalités, on obtient :

N N N-1 N+1 N N
> ot [ swa< Y fm o« [ soa< Y fm< [ sy
n=no+1 o n=nqo no n=no no—

——+00
Si la série Z f(n) converge, alors l'intégrale / f(t)dt converge.

—+00
Si I'intégrale / f(t)dt converge, alors la série Z f(n) converge.

En cas de convergence, on a un encadrement des restes de E f(n):

+o00 +oo +oo
[ swa< > oqm< [ swa
no+1 n=ng+1 no

qui permet souvent d’obtenir un équivalent.

En cas de divergence, ’encadrement déja vu des sommes partielles de Z f(n) permet souvent d’obtenir
un équivalent.



o Ces inégalités s’adaptent au cas ou f est croissante.

¢ On présentera toujours un schéma pour illustrer les inégalités annoncées.




Méthode d’éclatement

Théoréme des séries alternées.

Résultat complémentaire.

Si (un)n est positive, décroissante et de limite nulle,
alors la série alternée > (—1)"u,, converge.

Si la série alternée Y (—1)"u,, vérifie les hypotheses du théoréme spécial des séries alternées, alors pour
tout n, le reste R, a le signe de (—1)"*!

D’autre part, la somme S est encadrée par deux sommes partielles successives.

Un+1 et IRnI < |un+l‘-

Remarque. Le théoréme s’applique aussi & Y (—1)""'u,, ou alors si les hypothéses ne sont vérifiées qu’a partir d’un
certain rang.
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Et a celle de terme général In <1 + (=1 ) ?
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Produit de Cauchy de deux séries

Définition. Soit > wu, et > v, deux séries numériques. On appelle produit de Cauchy de ces deux séries la
série > w, ou :
n
W =Y URUn
k=0

Remarque. Dans cette définition, toutes les séries sont indexées a partir de 0. En pratique, on nomme les séries
concernées, et on les complétent éventuellement avec des termes nulles pour coincider avec la définition.

Remarque. On peut aussi noter w,, = E UpVq.
p+gq=n



Théoreme.

On conserve les notations de la définition.

—+oo
D wn
n=0

Si ) u, et > v, convergent absolument, alors ) w, converge absolument et on a :

() (%)




Exemple. Etudier la série de terme général w,,

n

>

k=1
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z
Exemple. Pour z € C, on définit e* = Z —. Montrer que : e*

n!
n=0

+2’

7

=e” xe*.




Regle de d’Alembert

Remarque. Cette régle est mentionnée dans le programme, mais c’est un résultat peu utile pour I'étude des séries
numériques, et il ne doit pas cacher le principe du résultat : on compare le terme général de la série a étudier a une
série de référence — ici, une série géométrique.

Régle de d’Alembert. Soit ) w,, une série numérique dont le terme général ne s’annule pas. On suppose que

it /eR

Un n—+oo

1. Si ¢ < 1, alors la série Y u, converge absolument.
2. Si £ > 1, alors la série Y u,, diverge grossiérement.

3. Si £ =1, on ne peut pas conclure.



ne

Exemple. Peut-on appliquer la régle de d’Alembert aux séries suivantes ?
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