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81

Dénombrement

'Ensembles finis

Définition

Définition. On dit qu’un ensemble E est fini lorsqu’il est vide, ou qu’il existe n € N* tel que E soit en bijection
avec {1,...,n}.

Dans le premier cas, on définit Card(F) = 0. Dans le second cas, n est unique et on définit Card(E) = n.

#(e)

Propriétés

Proposition. Deux ensembles finis ont le méme cardinal si et seulement s’il existe une bijection entre ces
ensembles.

Proposition. Soit E un ensemble fini, et A C E. Alors :
o A est fini et Card(A) < Card(E)
e A=F < CardA=CardE.

Proposition. Soit E et F' deux ensembles finis de méme cardinal, et ¢ : E — F. Alors :

© bijective <= ¢ injective <= ¢ surjective
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1.3 Exemples de cardinaux

Proposition. Soit F et F' deux ensembles finis. Alors F x F est fini et :

Card(E x F) = Card(F) Card(F')

Corollaire. Si Ey, Es,..., E, sont des ensembles finis, alors Ey X Ey X --- X E, est fini et :

Card(E; x Ey X --- X E,) = Card(E;) Card(Es) ...Card(E,)

Proposition. Soit E et F deux ensembles finis. Alors F'U F est fini et :
e si'union est disjointe, Card(E U F') = Card(F) + Card(F);
e en général, Card(E U F) = Card(F) + Card(F) — Card(EN F).

Corollaire. Si Ey, Es, ..., E, sont des ensembles finis deux a deux disjoints, alors E4 U EyU---UE), est fini et :

P
Card (UY_ | E;) = Z Card(E;)

i=1



2 Dénombrement d’applications, de parties d’'un ensemble

2.1 Nombre d’applications

Théoréeme.

Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et n. On note F(E, F) = F¥ 'ensemble des

applications : £ — F.
Alors FP est fini et :

Card(FF) = / = Card(F)Card®
mr
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2.3 Fonction indicatrice

Définition. Soit F un ensemble et A une partie de E. On appelle fonction indicatrice de A (ou parfois
fonction caractéristique de A) lapplication :

14 : F — {071}

1 sized
xr =
0 siz¢gA

Proposition. L’application : P(E) — {0,1}F est une bijection.
A = 14
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2.2 Nombre de parties d’un ensemble

Théoréme.

Soit £ un ensemble fini de cardinal n. Alors I’ensemble de ses parties, P(E), est fini, et :

Card(P(E)) = 2" = 2°4B) _ (o, G o QSE)
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3 |Listes, nombre d’injections /\' ¢
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Définition. Soit E un ensemble. On appelle p-liste d’éléments distincts de E tout p-uplet (z1,...,zp)
d’éléments de E deux a deux distincts.

Proposition. Si Card(F) = n et p < n, le nombre de p-listes d’éléments distincts de E est :

n!

(n—p)!

nn—1)...(n—p+1) =
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Proposition. Soit E et F' deux ensembles finis, de cardinaux respectifs p et n. Le nombre d’applications
injectives £ — F' est :
n!
-1)...(n— )= ——

ife. Si E est un ensemble fini de cardinal n, alors :

£ F
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4 | Combinaisons

Définition. Soit £ un ensemble. On appelle p-combinaison une partie de E a p éléments.

Définition. Pour n,p € N, on appelle p parmi n et on note (n) le nombre de p-combinaisons d’un ensemble
a n éléments, c’est-a-dire le nombre de parties a p éléments.
n!
~ pl(n—p)!
Remarque. 11 est maladroit de systématiquement remplacer un coefficient binomial par son expression factorielle.

Proposition. Lorsque 0 < p < n, <Z>

(M\,- o (r-1) o '_m(m-ﬂ(sz)
2 - 2 3 - Z!

Proposition.

(g) =1 (\;\[‘L =~ . (ZID - (Z) + (p_’: 1) (formule de Pascal)
(

O=r ()= 7

Pour p >noup <0, <n>=0
p

-0 @ il

M’\ (\A-—(L (l/\'-L M 4&‘4 Wn - (l



n 2 2
n 2n n n n
b) Justifier que E = ( ) en commencant par remarquer que < ) = ( )( )
(b) q gt (p) n P p)\n—p
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81.2 Grp 112

Soit n € N* et £ un ensemble possédant n éléments.
On désigne par P(E) 'ensemble des parties de E.

1. Déterminer le nombre a de couples (A, B) € (P(E))?* tels que A C B.
2. Déterminer le nombre b de couples (A, B) € (P(E))* tels que ANB = 0.

3. Déterminer le nombre ¢ de triplets (A, B,C) € (P(E))3 tels que A, B
et C' soient deux a deux disjoints et vérifient AUB UC = E.
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81.8

Lorsque I'on énumere, en binaire, tous les entiers de 1 a 1024, combien de fois
utilise-t-on le chiffre 17






81.4

Pour n € N, calculer Z k (Z)
k=0




