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Intégration - focus sur l'intégration des relations de comparaison
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4 | Intégration des relations de comparaison

4.1 Intégrale généralisée en +co

4.1.1 Cas d'intégrabilité, résultat sur les restes

Théoréme.

Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur [a, +00[, g une fonction réelle positive
continue par morceaux sur [a, +0oo|.

Sif(z)= O (g9(z)) et g intégrable en +oo, alors f est intégrable en +o0o et on peut comparer

z—> 400
/:OO fydi=_0 (/:OO o(®) dt>

les restes :
Si f(x) = o (g(z)) et g intégrable en +o0, alors f est intégrable en +oo et on peut comparer

e
[Trwa= o ([ Tawa) (g€ -0 )

les restes :
Si f est aussi &~valoure—réelles-pesitives, que f(z) ~ g(z) et g intégrable en +oo, alors f est
T—r+00

intégrable en +o0o et on peut comparer les restes :

/:oo fOdt ~ /:wg(t)dt

xr——+00

Remarque. 1l s’agit ici de comparaison de quantité qui sont petites, qui tendent vers 0.



4.1.2 Cas de non intégrabilité, résultat sur les intégrales partielles

Théoréme.

Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur [a, +00[, g une fonction réelle positive
continue par morceaux sur [a, +00[.

o Sif(z)= x_}O_‘_ - (g(z)) et g non intégrable en +oo, alors on peut comparer les intégrales partielles :

/:f(t) ait=_0_ (/;g(t) dt)

o (g(z)) et g non intégrable en +oo, alors on peut comparer les intégrales partielles :
oo

[ o= o ([ awa) (g —>+=)

o Si f est aussi-é~valeurs—téelles positives, que f(z) ~ g(z) et g non intégrable en +oo, alors
e 2

f n’est pas intégrable en +00 et on peut comparer les intégrales partielles :

| roa o [ e

. Si f(x)

Remarque. Il s’agit ici de comparaison de quantité qui sont grandes, qui tendent vers +oo.

+oo
Remarque. Dans les deux premiers points, on n’a pas d’information sur la convergence ou la divergence de / f(t)dt,
a

mais le résultat n’a pas d’intérét lorsque f:oo f(t) dt converge.

Déterminer un équivalent simple de :

“+o00
(b) / e lorsque x — +o0.
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4.2 Intégrale généralisée sur un intervalle quelconque

Le résultat précédent s’adapte pour une intégrale généralisée a gauche en b € ]—o0,+o00] = RU {400}, ou
généralisée en a droite en a € [—o0, +0o[ = RU {—o0}.

4.2.1 Cas d’intégrabilité, résultat sur les restes

Théoréme.

Soit a € R et b € RU {+0c0}. Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur [a,b[, g
une fonction réelle positive continue par morceaux sur [a, b|.

e Sif(x) = xg , (g(x)) et g intégrable en b, alors f est intégrable en b et on peut comparer les restes :

/ ‘- o ( / o) dt)

o Sif(x) = 0 (g(x)) et g intégrable en b, alors f est intégrable en b et on peut comparer les restes :

/ "= o ( / o) dt)

o Si f est aussi a valeurs réelles positives, que f(z) ~, g(x) et g intégrable en b, alors f est intégrable
T—r

en b et on peut comparer les restes :

[ roa ~ [ o




Théoréeme.

Soit a € RU{—o0} et b € R. Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur |a, b, g
une fonction réelle positive continue par morceaux sur Ja, b].

e Sif(x)= O (g(x)) et g intégrable en a, alors f est intégrable en a et on peut comparer les restes :
r—a

/: fWdt= 0 </:g(t) dt)

o Sif(z)= o (g(x)) et g intégrable en a, alors f est intégrable en a et on peut comparer les restes :

/: fyat= o </:g(t) dt>

o Si f est aussi & valeursréelles-pesitives, que f(x) ~ g(z) et g intégrable en a, alors f est intégrable
r—a
en a et on peut comparer les restes :

/:f(t) dt ~ /:g(t) dt




4.2.2 Cas de non intégrabilité, résultat sur les intégrales partielles

Théoréme.

Soit @ € R et b € RU {+00}. Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur [a,b], g
une fonction réelle positive continue par morceaux sur [a, b|.

e Sif(x) = Ob (g(x)) et g non intégrable en b, alors on peut comparer les intégrales partielles :
r—

/: fydi= o, (/:g(t) dt)

e Sif(z) = K (g(x)) et g non intégrable en b, alors on peut comparer les intégrales partielles :

/: fydi= o (/amg(t) dt>

e Si f est aussi a valeurs réelles positives, que f(z) ~ g(x) et g non intégrable en b, alors f n’est
z—

pas intégrable en b et on peut comparer les intégrales partielles :

/; fede ~ /azg(t) dt




Théoreme.

Soit @ € RU{—o0} et b € R. Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceaux sur |a, b|, g
une fonction réelle positive continue par morceaux sur |a, b].

e Si f(z)= O (g(x)) et g non intégrable en a, alors on peut comparer les intégrales partielles :
T—ra

' t)ydt = O ' t)dt
| 1w %</ (1 )

o Sif(x) = ° (g(x)) et g non intégrable en a, alors on peut comparer les intégrales partielles :
x a

bf(t)dt: ) bg(t)dt
[ i o, ([ o)

o Si f est aussi & valeurs réelles positives, que f(z) ~ g(x) et g non intégrable en a, alors f n’est
r—>a

pas intégrable en b et on peut comparer les intégrales partielles :

/m " fo) e ~ /z " o) dt

66.39

Déterminer un équivalent simple de :

(a) /

et — 1

dt
lorsque x 0.
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