Théoréme.

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(?) (Z/nZ,+, x) est un corps;
(#3) (Z/nZ,+, x) est un anneau intégre ;

(#1) n est premier.

Notation. Pour p nombre premier, on note [, le corps Z/pZ.
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4 | Le théoréme chinois

4.1 Présentation du probléeme chinois

Exemple.

1. Déterminer une relation de Bézout entre 14 et 25

2. Déterminer x; et x5 dans Z tels que :

{xl =14 {xz =0[14]
14 = 0 [25] xo =) [25]

3. Utiliser z; et x5 pour déterminer une solution du systeme :
2 [14]

{a: 3 [25]

4. Déterminer toutes les solutions du systéeme précédent.
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Remarque. Pourquoi le systéme :

n’a pas de solution ?



4.2 Structure d’anneau produit

Définition. Soit (A, +,*) et (B, +,*) deux anneaux. On définit I’anneau produit en munissant le produit
cartésien A x B des lois :

(a,b) + (a',V)) = (a+a',b+ V)
(a,b) x (a',b') = (a*xa’,bxb)

Proposition. Muni de cette structure, A x B est un anneau
Reémarque. On peut étendre cette définition et cette proposition

d’un nombre ﬁni d’anneaux.
u‘ u s

E—

o Mg (A, +) gy

o + Qﬂ'fo(kc»wr‘rn\'ﬁ- flae L
Y b, @) e hkxb Py
(a b) + (o)1) = (am/ btl')

€ b
[ G;dﬂ&‘c A‘M« M’l

V(a L)€ fxb

( (a'l :(O{-a/ O@-b)

fone (4.9) vz Ls (Ax, +)
o Bl ' 5(0“{%‘[.’ Cuwax' )
V(a,h\ ¢ A<ty

,b) (- k)

= (a-a, b- })
do Qalwﬁ



= (O/ o)
M = ("‘O\,—\l)'('(& b
~ (o) =(~oy-Y) h
e 4 %L
TR S v
¥ (o, 1), 4 b) € hndy
CCQ/M £ (0“;[01) =
[a «r-a‘[ fo'f-L')
= (a:/—c‘/ b,f’L)
. Lo-; = (&‘[\)' + ( «
)(5‘71/./“—( EU\"OQCVT T ) ((b)
¥la b, (a'b)) & Axb o
(a b) x(a* b /éﬁ S
D) (@ b) = (anal bab)
o Exiitoer Lmelze ) A-K&
¥ o
(a,h) & AR
(4A'f/{ )’c(
b Q,L =
) (’(k'ko\/ '(g-f“
:(a(b)
L :Calb);((/f,,_ 1
/Iﬂrx@:“ﬂ-r/’é) "



o dobecbuls oot
¥ b @b (&b
(agb) x (4) + (41 )
-

4.3 A propos de la notation

Remarque. Pour a € Z, on note @ I’élément de Z/nZ qui est la classe de a. Mais si on travaille a la fois dans Z /nZ et
Z/mZ, la notation devient ambigué.

Notation. Pour n > 2 et a € Z, on note :

(amodn) ou [a],

la classe de a modulo n, que I'on note aussi @ lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Exemple. Préciser le diagramme de ’application :
¢ : a+ (amod 14, amod 25)

Est-ce un morphisme d’anneaux ?
Quel est son noyau?
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4.4 Le théoréme chinois

Théoréme chinois.

Soit m, n entiers > 2, premiers entre eux. Alors I’application :

cl; Z)mnZ — Z/mZ x Z/nZ
amodmn +— (amodm,amodn)

est correctement définie, et est un isomorphisme d’anneaux.

Remarque. Si I'on dispose d’une relation de Bézout :
mu+nv =1

I’isomorphisme réciproque est :
(amod m,bmod n) — (anv + bmumod mn)
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Corollaire.

Soit m,n entiers > 2, premiers entre eux. Alors le systéme de congruences :
x =a[m]
=b[n]

.,ny entiers > 2, deux a deux premiers entre eux, alors :

admet au moins une solution xg € Z.
L’ensemble des solutions est x¢ + mnZ.

Généralisation. Soit nq, ..

Z/(ny...ng)2 — Z/mZ X - xZ/nZ
amodny...ny +— (amodni,...,amodny)
est correctement définie, et est un isomorphisme d’anneaux.
Exemple. Résoudre le systéme de congruences :
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5 | Indicatrice d’Euler |

Rappel. Pour n > 2, p(n) désigne le nombre d’inversibles de (Z/nZ,+, x), ou encore le nombre d’entiers
premiers avec n parmi {0,...,n — 1}, ou encore le nombre de générateurs du groupe cyclique (Z/nZ,+).

Théoréme d’Euler. Soit n entier, n > 2 et a € Z. Si a est premier avec n, alors a?™ =1 [n].

Corollaire (petit théoréeme de Fermat). Soit p un nombre premier. Pour tout @ non multiple de p, a?~* =1 [p].

Théoreme.

Soit m,n € N*. Si m et n sont premiers entre eux, alors :

p(mn) = p(m)p(n)
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Proposition. Si p est premier et £ € N*, alors :

p(@*) = p* —p*!
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Théoreme.
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Exemple. Calculer ¢(36).
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