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Z/nZ

1 |Congruences d{ut‘x

1.1 Définition l

Définition. Soit n € N*. Pour a,b € Z, on dit que a est congru & b modulo n si et seulement si n | b — a.
On note a = b [n] ou parfois a = bmod n.

Proposition. La relation de congruence modulo n est un relation d’équivalence sur Z.
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1.2 Compatibilité avec les lois

Proposition. Soit n € N*, a,b,¢,d € Z. On a alors :

} = a+c=b+d|n]
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} = ac = bd [n]

Corollaire. Si a = b [n], alors pour tout k € N, a* = b* [n].

Exemple. Justifier le critére de divisibilité par 3 : la somme des chiffres dans ’écriture en base 10 est divisible

par 3.
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1.3 Le petit théoreme de Fermat

Petit théoreme de Fermat.

Soit p un nombre premier, a un entier non multiple de p. Alors :
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2 L’anneau Z/nZ

2.1 Complément : ensemble quotient

Définition. Soit X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X. Pour z € X, on appelle classe
d’équivalence de x pour la relation R, et on note 7, I’ensemble des éléments y € X tels que yRx :

YyET <— yRx

Proposition. Si y € 7, alors § = T. On dit que y est un représentant de la classe d’équivalence 7.

Proposition. Les classes d’équivalences pour R forment une partition de X : elles sont non vides, deux a deux
disjointes et leur réunion est X.
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2.2 L’ensemble 7Z/nZ

Définition. Soit n > 2. On note Z/nZ Pensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n.

Exemple. Pour n =2, 0n a:

z/27 = {I, P} = {0,1}
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Proposition. Soit 7 > 2. L’ensemble Z/nZ est un ensemble a n élémentg que 1'on peut décrire ainsi :

Z/nZ ={0,1,...,n—1}
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Remarque. La description donnée ci-dessus n’est pas la seule possible. Ainsi :



2.3 Structure d’anneau
Pour n > 2, il existe une unique loi de groupe sur Z/nZ, encore notée +, pour laquelle I'application

Rappel.
k +— k soit un morphisme de groupes, i.e. :

VYa,beZ, a+b=a+b

Remarque. Si I'on considére z,y € Z/nZ et que l'on veut parler de z + y, on envisage donc a,b € Z qui sont des
représentants des classes d’équivalence x ety : @ =z et b=y. Alors :

r+y=a+b
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Exemple. Dresser la table d’addition de Z/57Z.
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Proposition. Pour n > 2, il existe une unique loi interne sur Z/nZ, notée x, pour laquelle 'application :
7 — Z/nZ vérifie :
k — k

Va,beZ, axb=axb

Alors (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif, dont 1'unité est 1.

Remarque. Notons bien que :

zZ — Z/nZ
k — k

est un morphisme surjectif de 'anneau (Z,+, x) sur anneau (Z/nZ,+, x).

Dresser la table de multiplication de Z/5Z, de Z/6Z.
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2.4 Calcul dans Z/nZ

Remarque. On travaille dans Z/nZ, oun > 2.
Pour k,a € Z, que représentent :

/L.Z = ;4-5\}--‘- o :(&4— —ebe) = @_c.):: (éxo\)
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Remarque. On évite de dire : «soit @ € Z/nZ », mais plutét : «soit x € Z/nZ et a un représentant de x, c’est-a-dire
tel que x = @.
En particulier, si on définit :
f:2Z/nz —

on peut vouloir écrire @ — f(a), c’est-a-dire définir f(x) en utilisant un représentant de x. Mais il faut bien justifier
qu’alors, la définition est indépendante du choix du représentant :

W =a=b= fa)=f®)

Exemple. Est-ce que I’écriture suivante, dans Z/17Z, a du sens ?

5x(3) =5




Exemple. Résoudre, dans Z/11Z, I’équation :
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Exemple. Résoudre, dans Z/31Z, I'équation :

A A — X = »t 420 1 — 4
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Exemple. Discuter, suivant les valeurs de a € Z/13Z, le nombre de solutions de ’équation :

22+z4+a=0
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Proposition. Pour p premier, calculer Card(A) ou :

A= {:cz, T € (Z/pZ)*}



Inversibles de 7 /n7Z

Théoréme.

Soit n entier, n > 2. Les éléments inversibles de (Z/nZ, +, x) sont les classes k ou k € {0, ..., n—1} est
premier avec n.

Remarque. Ce sont les générateurs du groupe cyclique (Z/nZ,+).
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Définition. On note ¢(n) le nombre d’inversibles de (Z/nZ,+, x) :

¢(n) = Card ({k € {0,..., n—1}, kAn=1})

o s’appelle ’indicatrice d’Euler.

Remarque. On convient que ¢(1) = 1.
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Théoréme d’Euler.

|Soit n>2 SiaAn=1,alors a?™ =1 [n].

Remarque. Lorsque n est premier, on reconnait le petit théoréme de Fermat.

Trerve.
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